1. СИСТЕМЫ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ
1.1. Системы m линейных уравнений с n неизвестными.
Рассмотрим систему линейных уравнений вида
a11x1  a12 x2 …  a1n xn  b1,
a x  a x …  a  x  b ,
 21 1	22 2	2n  n	2

…………………………………
am1 x1  am 2 x2 …  amn xn  bm .
(1)

ОПРЕДЕЛЕНИЕ: Решением системы линейных уравнений (1) называется такое множество чисел x1, x2 ,..., xn , при подстановке которых в каждое из урав-
нений системы получается верное равенство.
Система (1) может быть записана в матричном виде A  X  B , где
 a11	a12	...	a1n b1 
 a	a	...	a	b 
    21	22	2n	2  - расширенная матрица системы,
 ...	
 a	a	...	a	b 
 m1	m2	mn  m 
 a11	a12	...	a1n 
 a	a	...	a	
  21	22	2n  - основная матрица системы,
	
 a	a	...	a	


 x1 

 m1	m2

mn 


 b1 

 x 	 b 
  2  - столбец неизвестных,   2  - столбец свободных членов.
 ... 	 ... 
 x 	 b 
 n 	 m 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ: Определитель матрицы A называется главным определи-
телем системы линейных уравнений и обозначается символом  .

ОПРЕДЕЛЕНИЕ: Система линейных уравнений (1) называется неоднород-
ной, если матрица B не является нульматрицей O˜ , и называется однородной,
если B  O˜ .

ОПРЕДЕЛЕНИЕ: Система линейных уравнений называется совместной, ес- ли она имеет решения, и называется несовместной - в противном случае. Сис- тема называется определенной, если она имеет единственное решение, и назы- вается неопределенной, если она имеет бесконечное множество решений.

1.2. [bookmark: Системы_n_линейных_уравнений_с_n_неизвес][bookmark: _bookmark8]Системы n линейных уравнений с n неизвестными
Рассмотрим систему вида
a11x1  a12 x2 …  a1n xn  b1,
a x  a x …  a  x  b ,

 21 1	22 2	2n  n	2


(2)

…………………………………
an1 x1  an 2 x2 …  ann xn  bn .
Теорема (правило Крамера). Если главный определитель системы линейных уравнений (1) не равен нулю, то система совместна и определена, причем един- ственное решение вычисляется по формулам Крамера:
x  1 , x  2 ,… x  n .
1		2		n	
Здесь i - определители, получаемые из главного определителя системы  за-
меной i -го столбца на столбец свободных членов.
Доказательство:
 a11	a12	...	a13 
 a	a	...	a  
Пусть A   21	22	23   основная матрица системы (2),
	
 a	a	...	a  
 n1	n 2	nn 
а Aij  алгебраические дополнения элементов aij этой матрицы (i, j  1, 2,..., n) .
Чтобы найти неизвестное x1 , домножим первое уравнение системы на A11 ,
второе уравнение  на A21 , …, n  е уравнение  на An1 и сложим все получен-
ные уравнения. В результате получим:
x1  a11A11  a21 A21  ...  an1An1  
 x2  a12 A12  a22 A22  ...  an2 An2  
…………………………………….
 xn  a1n A1n  a2n A2n  ...  ann Ann  
 b1 A11  b2 A21  ...  bn An1 .
В этом уравнении выражение



a A  a A



 ...  a A

a11	a12	...	a1n
 a21	a22	...	a2n


  ,

11 11	21  21

n1  n1

...	...	...	...

an1	an 2	...	ann
где   главный определитель системы (1), полученный разложением по эле-

ментам первой строки, а выражения
a1i A11  a2i A21  ...  ani An1  0 при i  2, 3,..., n ,
поскольку представляют собой сумму произведений элементов алгебраические дополнения первой, отличной от i й, строки.



i й строки на

[bookmark: _bookmark9]В правой части уравнения имеем
b1	a12	...	a1n
b A  b A   ...  b A   b2	a22	...	a2n   .

1 11	2  21

n n1

...	...	...	...	1

bn	an 2	...	ann
Таким образом, уравнение примет вид x    , следовательно, x  1 . Для

1	1	1	
получения любого неизвестного xi  достаточно домножить соответствующие
уравнения на A1i ,	A2i , ...,	Ani , а затем сложить. В результате получаем
x  i , i  1, 2,..., n .
i	


ПРИМЕР: Решите систему:



По формулам Крамера:
2	3	2


2x  3y  2z  9,
 (

)x  2 y  3z  14,
 (

)3x  4 y  z  16.

9	3	2

 1	2

3  6  0,

1  14	2

3  12,

3	4	1
2	9	2

16	4	1
2	3	9

2  1	14

3  18,

3  1	2  14  12.

3  16	1	3	4  16
Посчитаем значения неизвестных:

x  1  2 ,


y  2  3 ,


z  3  2 .


1.3. [bookmark: Системы_m_линейных_уравнений_с_n_неизвес]Системы m линейных уравнений с n неизвестными. Теорема КронекераКапелли

Рассмотрим систему линейных уравнений вида
a11x1  a12 x2 …  a1n xn  b1,
a x  a x …  a  x  b ,

 21 1	22 2	2n  n	2


(3)

…………………………………
am1 x1  am 2 x2 …  amn xn  bm .
Теорема КронекераКапелли. Для того чтобы система линейных уравнений
(3) была совместной, необходимо и достаточно, чтобы ранг матрицы системы был равен рангу расширенной матрицы системы:
rang()  rang  .
Если rang()  rang   то система заведомо не имеет решений.

[bookmark: _bookmark10]ПРИМЕР: Решите систему

2x  3y  5,
 (

)2x  3y  2.

 A B   2	3 5  ,  2	3  0 ,   5	3  0 	rang  A  1 , rang  A B  2 ,

 2	3 2 	2	3

1	2	3

	
по теореме Кронекера – Капелли система несовместна.
Eсли rang()  rang  , то возможны два случая:
1) rang  A  n (числу неизвестных)  тогда решение единственное и может быть
получено по формулам Крамера;
2) rang  A  n  тогда решений бесконечно много.

1.4. [bookmark: Схема_отыскания_решения_системы_m_линейн]Схема отыскания решения системы
m линейных уравнений с n неизвестными
Пусть rang()  rang    r и rang  A  n . Тогда любой отличный от нуля
минор, составленный из коэффициентов матрицы порядка r , можно выбрать в
качестве базисного, при этом неизвестные xi , имеющие своими коэффициента-
ми элементы базисного минора, называются базисными неизвестными, а ос-
тальные (n  r) неизвестных  свободными. Свободные неизвестные могут при-
нимать произвольные значения. Пусть, для определенности, базисный минор
располагается в первых r строках и r столбцах матрицы A системы:

a11	 a12	...	 a1r a21	a22	...	a2r


 0 .

...	...	...	...
ar1	ar 2	...	arr
Тогда x1,  x2 , ...,  xr  – базисные неизвестные, а xr 1, ...,  xn  – свободные неиз-
вестные.
Перенесем свободные неизвестные в правую часть уравнений системы:
a11x1  a12 x2  ...  a1r xr  b1  a1,r1xr1  ...  a1n xn ,
a x  a x  ...  a x  b  a	x	 ...  a  x ,

 21 1	22 2	2r  r


2	2,r 1

r 1	2n  n

(4)

...........................................................................
a x  a x  ...  a x  b  a	x	 ...  a x .

 r1 1

r 2 2

rr  r	n	r ,r 1

r 1

rn n

Система (4) является следствием исходной системы (3) и ее решение может быть найдено или по формулам Крамера, или матричным способом. При этом
базисные неизвестные x1,  x2 , ...,  xr  выражаются определенным образом через
свободные. Если свободные неизвестные принимают значения
xr 1  c1,  xr 2  c2 ,  ...,  xn  cnr ,
то базисные неизвестные	выражаются через свободные xi  xi (c1,  c2 , ...,  cnr ) ,
i  1, 2,..., r .
Общее решение неоднородной системы    можно записать в виде матри- цы–столбца:

 x1(c1, c2 , ..., cnr ) 
 x (c ,  c , ...,  c	) 
 2  1	2	nr  
...........................	
	 .

  xr (c1 ,


...



c2 , ...,
c1


cnr 

cnr ) 






Поскольку свободные неизвестные могут принимать произвольные число- вые значения, то исходная система имеет бесконечно много решений.
Общее решение X при r  n может быть записано в матричном виде следую- щим образом:
X  X 0  c1  X1  c2  X 2  ...  cn r  Xn  r ,
где частные решения Xi (i  0, 1, 2, ..., n  r) получены при следующих значениях постоянных:

 x1(0, 0, ..., 0) 
 x (0, 0, ..., 0) 

 x1(1, 0, ..., 0) 
 x (1, 0, ..., 0) 

 x1(0, 1, ..., 0) 
 x (0, 1, ..., 0) 

 x1(0, 0, ..., 1) 
 x (0, 0, ..., 1) 

 2		 2

	 2	

 2	

	

	

	

	

 x (0, 0, ..., 0) 

 x (1, 0, ..., 0) 

 x (0, 1, ..., 0) 

 x (0, 0, ..., 1) 

X   r

 , X   r

 , X

  r

 , ..., X

  r	 .

0		0

	1	

1		2		0	

nr		0	

							

	0	
	...	
	0	

	0	
	...	
	0	

	1	
	...	
	0	

	0	
	...	
	1	

							

x1  4x2  2x3  1,
ПРИМЕР: Решите систему 2x  3x  x  5x  7,

	1
3x

2
 7x

3	4
 x  5x


 8.

	1	2	3	4
Рассмотрим расширенную матрицу системы:
 1	4	2	0 1	 1	4	2	0 1
  2 
 (
5
 
~
)( )   2	3	1	5 7  ~   2	1  0	5	5	5  
		  3		
 3	7	1	5 8 	  3	1  0	5	5	5 5
			
 1	4	2	0 1	 1	0	2	4 5
~     0	1	1  1 1 ~   4  0	1	1	1 1 .

3	2 

	1	2 	

 (

) (


) (
0
) (

) 0	0	0	0  0 	 0	0	0	0	
Следовательно, r()  r( )  2 , поэтому система совместна и не определена.
Выберем x1 и x2 в качестве базисных неизвестных и запишем преобразованную систему:
 x1  5  2x3  4x4 ,
 x  1  x  x .
 2	3	4

[bookmark: _bookmark11]Полагая x3  c1 , x4  c2 , где c1 и c2  произвольные числа, получаем общее реше-
ние системы
 x1 	 5  2c1  4c2 	 5	 2 	 4 
 x 	 1  c  c		 1	 1 	 1 

X  

2   

1	2   	  c     c

   .

 x 		c

	 0 

1  1 

2  0 

 3 		1				  	  
 x4 		c2		 0 	 0 	 1 

1.5. [bookmark: Однородные_системы]Однородные системы
Однородная система имеет вид:
a11x1  a12 x2  ...  a1n xn  0,
a x  a  x  ...  a  x  0,
 21 1	22  2	2n  n

............................................
am1x1  am 2 x2  ...  amn xn  0,
ей соответствует матричное уравнение     .
Однородная система всегда совместна, так как r( A)  r  A B , поскольку
нулевой столбец не меняет ранг матрицы, всегда существует нулевое решение
(0, 0, ..., 0) .
Теорема. Для того чтобы однородная система имела ненулевое решение, необ- ходимо и достаточно, чтобы r = r( A)  n .
Следствие. Для того чтобы однородная система n линейных уравнений с n не-
известными имела ненулевое решение, необходимо и достаточно, чтобы   0 .
Если r  n , то заведомо  0 и тогда возникают свободные неизвестные
c1 , c2 ,	...,	cnr , система имеет нетривиальные решения, причем их бесконечно

много.
Общее решение X при дующим образом:


r  n


может быть записано в матричном виде сле-

X  X 0  c1  X1  c2  X 2  ...  cn r  Xn  r ,
и совпадает с соответствующим общим решением неоднородной системы

при B  0  .


x1  4x2  2x3  0,


ПРИМЕР: Решите систему 2x1  3x2  x3  5x4  0,
3x  7x  x  5x  0.
	1	2	3	4
Рассмотрим матрицу системы:

[bookmark: _bookmark12] 1	4	2	0 	  2  1	4	2	0 
  2	3	1	5 ~   2	1  0	5	5	5 ~
		  3		
 3	7	1	5	  3	1  0	5	5	5
			
 1	4	2	0 	 1	0	2	4 
~ 3  2  0	1	1  1 ~ 1  42  0	1	1	1 .
			
 0	0	0	0 	 0	0	0	0 
			
Следовательно, r  A  2 . Выберем x1 и x2  в качестве базисных неизвестных и
запишем преобразованную систему:
x1  2x3  4x4 ,
x  x  x .
 2	3	4
Полагая x3  c1 , x4  c2 , где c1 и c2  произвольные числа, получаем общее реше-

ние однородной системы в виде:


 2 	 4 
 1 	 1 

X  c     c    .
1  1 	2  0 
 (
0
1
)  	  
  	  

1.6. [bookmark: Метод_Гаусса_решения_систем_m_линейных_у]Метод Гаусса решения систем
m линейных уравнений с n неизвестными
Одним из основных методов решения систем линейных уравнений являет- ся метод Гаусса.
Эквивалентными преобразованиями системы являются следующие:
1) перемена местами двух любых уравнений системы;
2) умножение любого уравнения системы на произвольное число k  0 ;
3) прибавление к одному уравнению системы другого уравнения, умножен-
ного на произвольное число k  0 .
Элементарным преобразованиям уравнений соответствуют элементарные преобразования элементов расширенной матрицы системы  . Заметим, что
элементарные преобразования матрицы не изменяют ее ранга.
Сформулируем алгоритм Гаусса как преобразование строк матрицы   к
верхнему треугольному виду, которое позволяет не только вычислить ранги
матриц () и ( ) , но и записать решение системы.
Наиболее удобен метод Гаусса – Ньютона, в котором матрицу приводят не к треугольному, а к диагональному виду. При этом сразу получается решение системы уравнений.


