                                    Раздел  3 .  Матрицы и определители
1.1. [bookmark: Матрицы]Матрицы
ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Матрицей размера mn называется прямоугольная таблица чисел aij, i=1,2,…, m; j=1,2,…, n, расположенных в m строках и n столбцах:

 a11
 a21

a12 a22

…	a1n 
…  a2n 

A  	 .
 ⋯	⋯	⋯	⋯ 
 a	a	…  a	
 m1	m2	mn 
Числа aij называются элементами матрицы. Матрица может быть записана так: А=( aij )=  aij .
Матрица	размера	1n	называется	матрицей-строкой	и	имеет	вид:
А  a1 a2 a3 ...an  . Матрица размера m1 называется матрицей-столбцом и
имеет вид:
 a1 
  a2 
В  	 .
 ... 
 a  
	m 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Матрица называется квадратной, если число строк равно числу столбцов (m=n), при этом число n называется порядком матрицы. Пример квадратной матрицы 3-го порядка:


A  

a 1 1 
a 2 1 

a 1 2 
a 2 2 

a 1 3 
a 2 3 

1 

	
 a 3 1	a 3 2	a 3 3 
	
ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Главной диагональю квадратной матрицы называется диа- гональ, составленная из элементов a11, a22, a33, идущая из левого верхнего угла этой матрицы в правый нижний угол. Побочной диагональю квадратной матрицы называется диагональ, составленная из элементов a13, a22, a31, идущая из правого верхнего угла этой матрицы в левый нижний угол.
ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Квадратная матрица, у которой все элементы, стоящие ни- же (или выше) главной диагонали, равны нулю, называется треугольной, на- пример:
 a11	a12	a13 
 0	a22	a23  .
	
 0	0	a33 
	
ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Квадратная матрица, у которой все элементы, стоящие выше и ниже главной диагонали, равны нулю, называется диагональной,

т.е. aii  0,aij  0

при i  j :


 a11	0	0 

 0	a22	0  .
	
 0	0	a33 
	

[bookmark: _bookmark1]ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Квадратная диагональная матрица с единичными элемен- тами называется единичной и обозначается буквой Е. Например, единичная матрица 3-го порядка имеет вид:
 1	0	0 
 (


)E   0	1	0  .
 (


) 0	0	1 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Транспонированием квадратной матрицы называется та- кое преобразование, при котором ее строки становятся столбцами с теми же номерами, а столбцы – строками.
Матрицу, транспонированную по отношению к матрице А, обозначают АТ.
Например, АТ для матрицы А (1) имеет вид:

 a11
AT   a12

a21 a22

a31 
a32 

2

	
 a13	a23	a33 
	
ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Матрица  называется нулевой, если все ее элементы рав- ны нулю.
ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Матрицы A и B называются равными, если они имеют одинаковую размерность и все их соответствующие элементы совпадают.
1.2. [bookmark: Определители_второго_и_третьего_порядка]Определители второго и третьего порядка ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Определителем второго порядка квадратной матрицы
   a11	a12  называется число, равное
 a	a	
 21	22 

 	A

 d e t  

a11 

a1 2

	a	a	 a	a

3 

a 21 

a 2 2

1 1  22	12	21 


ПРИМЕР:

1	2
3	4  1 4  3 2  2 .

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Определителем третьего порядка квадратной матрицы

 (

) a11 A   a21
 a31

a12 a22 a32

a13 
 (

)a23 
a33 


называется число, равное

	
a11	a12	a13

  

 det  

a21 a31

a22 a32

a23 
a33

 a11a22 a33  a12 a23a31  a13a21a32

a13a22a31  a12a21a33  a11a23a32

(4)

Данная формула называется правилом треугольников. Элементы определителя изображаются кружками, а соответствующие произведения отрезками или тре- угольниками.

[image: ]
[bookmark: _bookmark2]Знаки (+) и (–) соответствуют знакам определенных слагаемых, входящих в определитель (4).
ПРИМЕР:
1	4	2
  0	3	1   1 3 5  ( 4 ) ( 1) ( 2 )  2  0 1  2  3( 2 )  1( 1) 1  ( 4 )  0  5  20 .
2	1	5

1.3. [bookmark: Свойства_определителей]Свойства определителей
Свойство 1. Определитель квадратной матрицы А не меняется при транспо-
нировании: AT   A .
Свойство 2. При перестановке местами двух строк (столбцов) определитель
|A| меняет знак:

a11

a12

a13 1 

a21

a22

a23 2 

a21	a22	a23 2    a11	a12	a13 1 
a31	a32	a33 3 	a31	a32	a33 3  .
Свойство 3. Определитель, содержащий две одинаковые строки (столбца),
равен нулю.
Свойство 4. Общий множитель для элементов некоторой строки (столбца)
определителя |A| можно вынести за знак определителя:

k  a11 k  a 21 k  a 31 

a12 a 22 
a 32 

a13
a 23
a 33


 k 

a11 a 21 
a 31 

a12 a 22 
a 32 

a13
a 23
a 33


,	k  const

Это свойство можно сформулировать иначе: умножение всех элементов не-
которой строки (столбца) определителя |A| на число k равносильно умножению определителя на это число.
Свойство 5. Если все элементы некоторой строки (столбца) определителя |A|
равны нулю, то и сам определитель равен нулю:
a11	a12	a13
0	0	0   0 .
a31	a32	a33
Это свойство вытекает из предыдущего при k = 0.
Свойство	6. Если все элементы двух строк (столбцов) определителя |A|
пропорциональны, то определитель равен нулю.

Свойство 7. Если каждый элемент некоторой строки (столбца) определителя представляет собой сумму двух слагаемых, то такой определитель можно пред- ставить в виде суммы двух определителей:

a/  a//	a	a

a/	a	a

a//	a	a

11	11	12	13

11	12	13

11	12	13

 (
21
21
22
23
) (
21
22
23
) (
21
22
23
)  a/  a//	a	a	 a/	a	a	 a//	a	a	.

a/  a//	a	a

a/	a	a

a//	a	a

31	31	32	33

31	32	33

31	32	33

Свойство 8. Если к элементам какой-нибудь строки (столбца) определителя
|A| прибавить соответствующие элементы другой строки (столбца), умножен- ные на произвольный множитель k, то величина определителя не изменится:

a11  k  a12 a21  k  a22 a31  k  a32

a12 a22 a32

a13 a23 a33

a11
 a21
a31

a12 a22 a32

a13 a23	.
a33

Замечание : п ользуясь свойством 8, можно, не меняя величину определите- ля, все элементы некоторой строки (столбца) определителя, кроме одного, сде- лать равными нулю.
[bookmark: ОПРЕДЕЛЕНИЕ._Минором_Mij_элемента_aij_оп]ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Минором Mij элемента aij определителя |A| называется определитель, полученный из определителя |A| вычеркиванием i-й строки и j-го столбца, на пересечении которых стоит элемент aij.
ПРИМЕР: Найдите минор M22 элемента a22 определителя 3-го поряд-

a11
ка A  a21
a31

a12 a22 a32

a13 a23	.
a33

Решение:


M22  

a11 a31

a13	.
a33

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Алгебраическим дополнением Aij элемента aij определи- теля |A| называется минор Mij этого элемента со знаком (-1)i+j, где i – номер
строки, а j – номер столбца, на пересечении которых стоит элемент	aij :
A  1i  j  M	.

ПРИМЕР:

ij	ij


[bookmark: Для_определителя_:_.]1	2	3

Для определителя 4	5	6 : M	 1	3  12, A	 14  M	 12 .

7	8	9

22	7	9

22	22

Свойство	9.	Определитель	|A|	численно	равен	сумме	произведений элементов любой его строки на соответствующие алгебраические дополнения.




ПРИМЕР:

a11 A  a21
a31

a12 a22 a32

a13 a23 a33


 ai1  Ai1  ai2 Ai2  ai3Ai3 , i 1, 2, 3 .

Вычислим определитель 3-го порядка разложением по элементам первой


[bookmark: _bookmark3]строки:

2	0	5
1	3	16  2 


3	16  0  1  16  5  1	3


 230  16  51  92  5  87.

0	1  10

1 10	0  10	0	1

Свойство 10. Алгебраическая сумма произведений элементов любой строки (столбца) определителя |A| на алгебраическое дополнение соответствующих элементов другой строки (столбца) равна нулю.


1.4. [bookmark: Определители_высших_порядков]Определители высших порядков
Определитель квадратной матрицы n-го порядка имеет вид:



det A 

a11
A  a21

a12 a22

...	a1n
...	a2n  .

...	...	...	...
an1	an 2	...	ann
Для определителей n-го порядка справедливы свойства, изложенные в разделе 1.3.
Определители n-го порядка могут быть вычислены двумя способами.
1. Метод разложения по строке или столбцу (метод понижения порядка):
n


ПРИМЕР:

det A 

A  aik Aik  ai1 Ai1  ai 2 Ai 2  ...ain Ain .
k 1

 (
2

1
0
1
0
1

1
2
3

1
3
2
3
1
1
6
)Вычислим определитель 4-го порядка A 	методом понижения порядка.
Решение:
Обозначим строки определителя через 1, 2 , 3 , 4 , а столбцы - 1, 2 , 3 , 4 .
Приведем определитель к виду, в котором a11  1 , а остальные элементы первого
столбца равны нулю. Для этого поставим четвертый столбец на место первого, при этом определитель изменит знак:

 (
1

1
0
2
2
1

1
0
2

1
3
3
6
1
1
3
)A  	.

Обратим в нули элементы первого столбца во второй, третьей и четвертой строках с помощью преобразований 2  21 , 3  21 , 4  61 :

 (
1

1
0
2
0
3

1

4
0
1
3

1
0
7
1

9
)3	1  4

A  

 1	3
7	1

1 
9


1	3	1	  3  1	3	1	10	1

=2  1  3	1	4 =

2	1  0

10	1 =

 0 .

7	1	9

3  71  0

20	2

20	2




2. Метод приведения к треугольному виду.
Используя свойства, добьемся такой структуры определителя, при которой все его элементы, стоящие ниже главной диагонали, равны нулю. Тогда оп- ределитель будет численно равен произведению элементов, стоящих на главной диагонали.

a11
0

a12 a22

...	a1n
...	a2n	n

A 
...	...	...	...

,  A   aii a11  a22  ... ann .
i1


ПРИМЕР:
0 
0	...	ann



1	0	2	1	3

4	1	3	2	5
Вычислим определитель 5-го порядка	  3	2	4	5	7  методом приве-
2	3	19	5	8


дения к треугольному виду.

5	3	5

1	4



Решение:


1 0	2	1	3


1 



    4 

 (

) (

)4	1	3	2	5  2 	2	1

  3	2	4	5	7  3

    3  31  
  4  21 

2	3	19	5	8  4 	   5 
5	3	5	1	4  5 		5	1 


1	0	2	1	3

1 

1	0	2	1	3 1 

0	1	5	2	7

2 

0	1  5  2	7 2 

 0	2	2	8	2 3   5  4   2  0	1	1	4	1 3  

0	3	15	3	2 4 

0	3	15	3	2 4 

0	3  15	6	11 5 

0	0	0	3	9 5 

[bookmark: _bookmark4]1	0	2	1	3 1 

1	0	2	1	3

     

0	1  5	2	7 2 

0	1  5	2	7

 	3	2  2  0	0	4	2	6 3   5  4   2  0	0	4	2	6  240 .
 (
0
0
0

3

19


 

0
0
0

3

19
0
0
0

3

9


5
 

0
0
0
0
10
)4  32 
4



1.5. [bookmark: Операции_над_матрицами_и_их_свойства]Операции над матрицами и их свойства ОПРЕДЕЛЕНИЕ: Суммой матриц A = ( aij ) и B = ( bij ) одинаковой размерно-

сти mn называется матрица C=A+B, элементы которой равны
i=1,2,…,m; j=1,2,…,n.
Свойство 1. A+B=B+A.
Свойство 2. (A+B)+C=A+(B+C).
Свойство 3. A+=A.

cij = aij + bij , где

ОПРЕДЕЛЕНИЕ: Произведением матрицы A на число  называется мат-

рица	C=A,	элементы	которой	удовлетворяют	условию:
i=1,2,…,m; j=1,2,…,n.
Свойство 4. A+(–A)=.
Свойство 5. ()A=(A).
Свойство 6. (A+B)=A+B.
Свойство 7. (+)A=A+A.
Свойство 8. 0 A=; 1 A=A.

cij = aij ,	где

ПРИМЕР: Найдите 3А+2В, если

A   2	1
 (

)0	1

1 , B   2	1	0  .
 (



)4	3	2	2

			

Решение:

3A  2B   6	3
 (

)0	3

3 	 4	2	0    2	5
 (


)12 	 6	4	4    6	7

3
8  .

			  	
ОПРЕДЕЛЕНИЕ: Произведением матрицы A размерности (mn) на мат- рицу B размерности (nk) называется матрица C=AB размерности (mk), эле- менты которой находятся по формуле:
n

cij  aiqbqj  ai1b1 j  ai2b2 j …  ainbnj ,
q1

i=1,2,…,m; j=1,2,…,k,

т.е. cij равен сумме произведений элементов i -й строки матрицы A на элементы
j–го столбца матрицы B. Число столбцов первой матрицы должно равняться числу строк второй матрицы.


ПРИМЕР: Найдите АВ, если


A  1	2	3 ,

 4	1 
 (


)B   5	2  .
 (
6
3
)	
	

Решение:

C  A  B  1 4  2  5  3 6	11  2  2  3 3  32	14 ,

размерность матрицы C 1 2 .
Свойство 9. (AB)C=A(BC).
Свойство 10. (A+B)C=AC+BC.
Свойство 11. A(B+C)=AB+AC.
ОПРЕДЕЛЕНИЕ: Матрицы A и B называются перестановочными (комму-
тирующими), если AB=BA.
В общем случае произведение матриц не коммутативно: ABBA.

ПРИМЕР: Найдите АВ и ВА, если

A   1	2  , B  1  2  .
 (

 
3
  
4
 


1
  
2
 

)			

Решение:

A B  1  21  2  3	6 	,
 (

3
  
4

  

1
  
2

  

 
7
  
14

)	  	  	

 (

1
2
 

  

 
3
4
 


 
7
10
 

)B  A  1	2   1	2    7	10 	.
	  			
Свойство 12. AE=EA=A.
Свойство 13. A=A=.
Свойство 14. (AB)T =BTAT.
Свойство 15. det (AB) = det A det B.
ОПРЕДЕЛЕНИЕ: Квадратная матрица A n–го порядка называется вырож- денной, если определитель этой матрицы равен нулю |A| = 0, и невырожден- ной, если |A|  0.
ОПРЕДЕЛЕНИЕ: Матрица A–1 называется обратной к матрице A, если
[bookmark: A\(A–1=_A–1\(A=E.]AA–1= A–1A=E.
Основным методом вычисления обратной матрицы A–1 является метод присоединенной матрицы.
ОПРЕДЕЛЕНИЕ: Матрица AV , составленная из алгебраических дополнений Aij соответствующих элементов aij матрицы A, называется присоединенной к матрице A:

 11
V	 21

12
22

⋯	1n 
⋯  2n 

   	 .
 ⋯	⋯	⋯	⋯ 
 n1	n2	⋯  nn 
	
Теорема .	Если	матрица	A	невырождена,	то	существует,	и	притом
 (

)единственная, обратная матрица A–1 , равная 1   1 V T , где =|A|, (AV)T –
транспонированная	присоединенная	матрица.	Доказательство	теоремы проводится непосредственной проверкой того факта, что AA-1=E.
Для обратной матрицы выполняются следующие соотношения: Свойство 16. (A)-1=(1/)A–1.
Свойство 17. (AB)–1 =B–1 A–1.
Свойство 18. (A–1)T=(AT)–1.

1.6. [bookmark: Матричные_уравнения][bookmark: _bookmark5]Матричные уравнения
ОПРЕДЕЛЕНИЕ: Если матрицы A, B и C известны, то равенство AXB=C
называется матричным уравнением относительно матрицы X.
Если |A|  0; |B|  0, т.е. матрицы A и B – невырожденные, уравнение преоб- разуется следующим образом. Умножим обе части уравнения слева на A–1 и справа на B–1:	A–1AX BB–1=A–1CB–1,
т.к. A–1A = E и BB–1 =E , то получаем решение: X =A–1CB–1.


[bookmark: ПРИМЕР:_Решите_матричное_уравнение_A·X_=]ПРИМЕР: Решите матричное уравнение A·X = B, где
Решение:

   1	2  ;   3  5  .
 (

 
3
  
4
 


 
5
  
9
 

)			

Вычислим

  1	2  2  0 , значит матрица A – невырожденная.
3  4

Построим матрицу A–1 , обратную матрице A:
T
1   1  V T   1  4	3    1  4	2  .
	2  2	1 	2  3	1 
			
Записываем решение матричного уравнения:
  1   1  4	2  3	5    1  4  3  ( 2 )  5	4  5  ( 2 )  9  
2  3	1  5	9 	2  ( 3 )  3  1 5	( 3 )  5  1 9 
				
  1  2	2    1	1  .
2  4	6 	 2	3 
			

1.7. [bookmark: Ранг_матрицы]Ранг матрицы
Пусть в матрице A размерности (mn) выбраны k строк и k столбцов, при- чем k  min (m,n). Тогда элементы, стоящие на пересечении выбранных строк и столбцов, образуют квадратную матрицу k-го порядка.
ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Определитель Mk этой матрицы называется минором k-го порядка матрицы A.
ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Рангом матрицы A называется число, равное максималь- ному порядку r отличных от нуля миноров Mk этой матрицы: r = rang A=r(A).
ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Базисным минором матрицы A называется любой минор порядка r(A), отличный от нуля.
ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Матрицы называются эквивалентными и обозначаются
AB, если r(A) = r(B).
Ранг матрицы A можно вычислить двумя способами.
1. Метод окаймляющих миноров 
Пусть в матрице A элемент aij  0 , тогда M1  0 и r  A  1. Окаймляем этот
элемент элементами  j  1 -го столбца и i  1 -й строки, получаем минор 2-го
 (
2
)порядка: M  ai, j	ai, j 1  .
ai 1, j	ai 1, j 1

Если M 2  0 , то присоединяем другие строки и столбцы, перебирая все
возможные миноры 2-го порядка. Если все миноры второго порядка равны
нулю, то r  A  1 ; если же существует хотя бы один минор 2-го порядка, от-
личный от нуля, то r  A  2 .
Выбираем отличный от нуля минор 2-го порядка M 2 и окаймляем его эле-
ментами соседних строк и столбцов до минора 3-го порядка и так до тех пор,
пока не будет выполнено условие: Mr  0 , а все Mr 1  0 . Тогда ранг матрицы будет равен r.
2. Метод элементарных преобразований 
К элементарным преобразованиям матрицы относятся:
1) транспонирование;
2) перестановка строк (столбцов);
3) умножение строки (столбца) на число   0;
4) прибавление к элементам строки (столбца) матрицы элементов другой стро- ки, умноженных на некоторое число;
5) отбрасывание нулевой строки (столбца) матрицы.
Теорема . Элементарные преобразования матрицы не меняют ее ранга. Определение ранга матрицы A методом элементарных преобразований сво-
дится к приведению матрицы к диагональному виду, когда все элементы, кроме a11 , a22 ,…, arr , равны нулю. Тогда ранг матрицы A равен числу отличных от нуля диагональных элементов.

ПРИМЕР: Вычислите ранг матрицы

 2	3	5
 (

)   3	4	3

3
 (

)1

методом элементарных

 5	6	1	3 
	
преобразований. Решение:

 2	3	5
   3	4	3

3	 2  1	5
1 ~ 2  1  3  1	3

3
1 ~

			
 5	6	1	3 	 5  1  1	3 
			
1 2 3 4
1	2	5	3 1	     1	2	5	3
~ 1  2 1	3	3	12 ~   2	1  0	1	2	2  ~
		3  1 	

1	5

1	3 3

 0	3

6	6 

			


 1	2	5

3 1

 1	2	5

3


 1	2	5


3

~  0	1	2	2  2 ~ 3  2  0	1	2	2  ~ 	 ~
				 0	1	2	2 

 0	1

2	2  3

 0	0	0	0 

			
1 2 3 4
 2  21  1	0	0	0 	   2  1	0	0	0 	 1	0 

~  3  51 	 ~ 

3	2 

 ~ 	

, rang A = 2.

 (

 

4
 

 
3

1
 

)	 0	1
	

2	2 

 4  22  0	1	0	0 

 0	1 

1.8. [bookmark: 1.8._Проверочный_тест:_определители_и_ма][bookmark: _bookmark6]Проверочный тест: определители и матрицы
1. Определитель – это
а) матрица;	б) число; в) вектор; г) прямоугольная таблица чисел; д) неопределяемое понятие.

Ответ:
2. Матрица – это
а) прямоугольная таблица чисел;	б) неопределяемое понятие;
в) отличный от нуля минор;	г) диагональная таблица чисел;	д) определи- тель.

Ответ:
3. Определитель | 2 | равен
а) 0;	б) 1; в) 2; г) бесконечности;	д) 10.
Ответ:

4. Определитель 2
4

3 равен
2

а) 0;	б) 8;	в) –8;	г) 16;	д) бесконечности.
Ответ:

	
	1
	2
	3
	

	5. Определитель
	0
	2
	3
	равен

	
	0
	0
	3
	



а) 31
0

2 ;	б) 6;	в) 9;	г) 0;	д) не существует; е)  ;	ж)  2 .
2

Ответ:

	
	1
	2
	3
	

	6. Определитель
	1
	2
	3
	равен

	
	0
	0
	1
	



а) 0;	б) 1

2 ;	в) 8;	г) 2;	д) 1 2

3  2  (1) 1

3  31  2 .

1  2
Ответ:

0  1	0  1	0  0

7. Элемент


a12

матрицы 1  4
 (

)8  5

6 равен
 (

)7 

а) 5;	б) 8;	в) 4;	г) –11;	д) бесконечности.
Ответ:

8. Минор



M 12

 1
 (

)матрицы 4
 (
7
)


2  3

 (

)5  0
 (
9
)8	

равен

а) 2;	б) 4;	в) 36;	г) 0;	д) 24.
Ответ:





 (

)1  4  0 




 (
0
 

) (

) (

)1  4 

9. Алгебраическое дополнение


A32

матрицы 0  2
 (
0
) (

)	1

7  а) 1
 (
2
) (

) (

)	 0


 ;	б) 0
 (
0
)7 	


2  ;
 (
1
)


в)  1
0

0 ;	г) –7;	д) 0.
7



Ответ:

10. Матрицу 1  8



2 можно умножить на матрицу а) 0 1



2 ;	б)



 1 
 (
;
) 
4

	
0  0  1

		 
1  4  2

			

 1 


 (

 
1
)в) 
0


 ;	г) 1
 (
1
 

)2


3 ;	д)

 
 (
.
) 3
 
1

		 


Ответ:
11. Ранг матрицы



10	1

 1	10



 (

)0 равен
2 

а) 99;	б) 3;	в) 2;	г) 0;	д)  ;	е) не существует.




[bookmark: Правильные_ответы:]Правильные ответы:
1. б).
2. а).
3. в).
4. в).
5. а),б).
6. а),б),д).
7. в).
8. в).
9. в),г).
10. б).
11. в).
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