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РАЦИОНАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ И НЕРАВЕНСТВА

1. Свойства неравенств.


1. Если a > b, то b < a .


2. Если a > b, то a + c > b + c .


3. Если a > b и c > d, то a + c > b + d .


4. Если a > b и c < d, то a – c > b – d .


5. Если a > b и m > 0, то am > bm .


6. Если a > b и  m < 0, то am < bm.

2. Модулем, или абсолютной величиной вещественного числа а, называется
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Имеет место равенство 
[image: image2.wmf]a 
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3. Некоторые важные неравенства.


1. Если (х – a(< (, то а – ( < х < а + (;


    если (х – a(> (, то х < а –  (  (  х  >  а + (.


2.(a + b( ( (a(+(b(.

          3. Если a > 0, то a + 1 / a ( 2. При а ( 1 неравенство  

              становится строгим.


4. Если a > 0 и b > 0, то  
[image: image3.wmf].
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Примеры решения задач

1. Решите уравнение  
[image: image4.wmf].
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Решение.

ОДЗ: x ((–(, –1) ( (–1, 0) ( (0, +().

Приведя уравнение к общему знаменателю, получим:


[image: image5.wmf]0
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      (     10х3 – 33х2 + 8х + 3 = 0.

Путем подбора   находим   корень   х1 = 3.   В   результате   деления   многочлена 10х3 – 33х2 + 8х + 3 на двучлен  х – 3  получим квадратный трехчлен 10х2 – 3х – 1, корни которого х2 = –1/5 и х3 = 1/2. Тогда 

10х3 – 33х2 + 8х + 3 = 10(х – 3)(х + 1/5)(х – 1/2).


Ответ: –1/5; 1/2; 3.

2. Решите уравнение 
[image: image6.wmf].
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Решение.

ОДЗ: x ((–(, –2) ( (–2, +().

Приведя к общему знаменателю, получим
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(  2х3 + 7х2 + 7х + 2 = 0  (  (х + 1)(2х2 + 5х + 2) = 0  

· (х + 1) (х + 0,5) (х + 2) = 0.


Ответ: –1; –0,5.

З а м е ч а н и е. Уравнение третьей степени в рассмотренном примере относится к возвратным или симметричным уравнениям.

Возвратное уравнение третьей степени

aх3 + bх2 + bх + a = 0

имеет корень х1 = –1. После деления многочлена aх3 + bх2 + bх + a на двучлен х + 1 получаем квадратный трехчлен.

Возвратное уравнение четвертой степени имеет вид:

aх4 + bх3 + cх2 + bх + a = 0.

После деления на х2 и замены t = х + 1/х уравнение приводится к квадратному уравнению at2 + bt + d = 0 где d = с – 2а.

3. Решите уравнение х4 – 4х3 + 5х2 – 4х + 1 = 0.


Решение.

х4 – 4х3 + 5х2 – 4х + 1 = 0 ( х2 – 4х + 5 – 4
[image: image8.wmf]х
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х2 + 
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Выполним замену переменной t = х + 
[image: image12.wmf]х
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, тогда 

t2 = х2 + 2 +
[image: image13.wmf]2
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= t2 – 2,

и уравнение принимает вид 

t2 – 2 – 4t + 5 = 0 или t2 – 4t + 3 = 0.

Его корни равны t1 = 1 и t2 = 3. 

Уравнение х + 
[image: image15.wmf]х
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 = 1 или х2 – х + 1 = 0 действительных корней не имеет. 

Если     х + 
[image: image16.wmf]х
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 = 3,     то    уравнение    х2 –3х + 1 = 0    имеет    корни: 
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Ответ: 
[image: image18.wmf]2
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4. Найдите  среднее  арифметическое  действительных  корней  уравнения 

х3 – 19х – 12 = 0.


Решение.

х3 – 19х – 12 = (х3 – 16х) – 3(х + 4) = х(х – 4)(х + 4) – 3(х + 4) =

= (х + 4)(х2 – 4х – 3).

Уравнение    (х + 4)(х2 – 4х – 3) = 0    имеет    корни:   х1 =  – 4;    х2 = 2 + 
[image: image20.wmf]7

; 

х3 = 2 – 
[image: image21.wmf]7
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Ответ: 0.

5. Решите уравнение 
[image: image22.wmf].
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Решение.

Раскладывая числитель и знаменатель на множители, получаем:


[image: image23.wmf].
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ОДЗ: x ((–(, 1) ( (1, 3) ( (3, +().

Так как  х ( 1, 
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Ответ: –1; 2 .

6. Решите систему уравнений 
[image: image25.wmf]ï
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Решение.

ОДЗ: (x(((y(.
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[image: image27.wmf] 
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Ответ: (6,  3); (–6,  3); (6, –3); (–6, –3).

7. Решите систему уравнений 
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Решение.

ОДЗ:  x ((–(, +() ; y ((–(, +().
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[image: image30.wmf] 
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Ответ: (3,  1); (1,  3).

8. Решите систему уравнений 
[image: image31.wmf]ï
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Решение.

ОДЗ: x ( 0; y ( 0.
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Ответ: (8,  4); (4,  8).

9. Решите систему уравнений 
[image: image38.wmf]î
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Решение.

ОДЗ:  x ((–(, +() ; y ((–(, +().
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Введя новую переменную t = x + y и сложив уравнения, получим:

t2 + t – 20 = 0.

Отсюда  t1 = –5, t2 = 4.  

Возвращаясь  к  переменным  x и  y, имеем:

1) 
[image: image40.wmf] 
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Дискриминант полученного квадратного уравнения D = 25 – 48 < 0, действительных корней нет.

2) 
[image: image41.wmf]   
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Ответ: (3,  1); (1,  3).

10. Решите неравенство 1/ х < 1/5.


Решение.

ОДЗ: x ((–(, 0) ( (0, +().


[image: image43.wmf]0
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Корнями числителя и знаменателя являются значения х = 5 и х = 0. Тогда решение неравенства методом интервалов дает ответ:


[image: image44.wmf]—
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Ответ: (–(, 0) ( (5, +().

Указание. Решая неравенство методом интервалов следует:

1) слагаемые,    расположенные    в     правой      части     неравенства,   перенести в левую часть;


2) левую часть неравенства привести к общему знаменателю;


3) найти корни числителя и знаменателя;


4) значения корней нанести на числовую ось;


5) установить знак дроби, стоящей в левой части неравенства, в каждом из полученных интервалов.


Интервалы, в которых установленные знаки совпадают со знаком неравенства, являются решением, при этом корни знаменателя не включаются в решение; корни числителя в решение не включаются, если неравенство строгое, и включаются, если неравенство нестрогое. 

11. Решите неравенство (10x + 7)/(x + 4) ( x.


Решение.

ОДЗ: x ((–(, –4) ( (–4, +().
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[image: image46.wmf]0
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[image: image47.wmf]х
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Ответ: (–(, – 4) ( [–1, 7].

12. Решите неравенство 
[image: image48.wmf]х
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Решение.

ОДЗ: x ((–(, –3) ( (–3, 0) ( (0, 2) ( (2, +().
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[image: image50.wmf]-3
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Ответ: (–3,  – 6/7] ( (0,  2).

13. Решите неравенство (2x2 – 6x + 4)/(x2 – x – 2) ( 1.


Решение.

ОДЗ: x ((–(, –1) ( (–1, 2) ( (2, +().
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[image: image52.wmf] 
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У сократимой дроби в соседних интервалах могут быть одинаковые знаки.
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Ответ: (–1;  2) ( (2; 3].

14. Найдите сумму всех целых решений неравенства
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Решение.

ОДЗ: x ((–(, –1) ( (–1, +() .
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[image: image56.wmf]-3
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Сумма всех целых решений неравенства {–3; –2; 0; 1; 2; 3} равна 1. 


Ответ: 1.

15. Найдите число всех целых решений неравенства
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Решение.
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[image: image59.wmf]0
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[image: image60.wmf]0
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[image: image61.wmf]—
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Неравенство имеет четыре целых решения: {–6, –4, –1, 0}.


Ответ: 4.

16. Решите уравнение 
[image: image62.wmf]2
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Решение.

ОДЗ: x ((–(, +() .
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Рассмотрим два случая:


1) х ( 5/3     (     4х + 8 = 15х – 25     (     11х = 33     (     х = 3;


2) х < 5/3  (  4х + 8 = –15х + 25  (  19х = 17   (  х = 17/19.


Ответ:  17/19; 3.

17. Решите уравнение  (x + 1(+(x – 5(= 8 .


Решение.

ОДЗ: x ((–(, +() .

Рассмотрим три случая:


1)  х < –1       (    –(x + 1) – (x – 5) = 8  (  –2x = 4    (    x = –2; 

2) –1 ( х < 5  (     (x + 1) – (x – 5) = 8   (  6 = 4, чего быть не может;


3)  х ( 5         (     (x + 1) + (x – 5) = 8   (  2x = 12     (   x = 6.


Ответ:  –2;  6.

18. Решите уравнение  
[image: image64.wmf]x
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Решение.

ОДЗ: x ((–(, –3) ( (–3, +().


[image: image65.wmf]

EMBED Equation.3[image: image66.wmf]x
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Задача сводится к решению двух уравнений:  

1) х – 1 = х(х + 3)   (  х2 + 2х + 1 = 0  (  (х + 1)2 = 0  (  х 1, 2 = –1;

2) х – 1 = –х(х + 3)   (  х2 + 4х – 1 = 0    (  х 3, 4 = –2
[image: image67.wmf]5

±
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Ответ:  –2–
[image: image68.wmf]5

; –1; –2+
[image: image69.wmf]5

.

19. Решите уравнение (x2 – 4(+(4 – x2(=10.


Решение.

ОДЗ: x ((–(,  +() .

Рассмотрим два случая:

1) ( х ( < 2   (    –(x2 – 4) + (4 – x2) = 10    (   –2х2 = 2    (    решений нет;

2) ( х ( ( 2   (    (x2 – 4) – (4 – x2) = 10        (    2х2 = 18    (     x1,2 = (3.


Ответ: (3.

20. Решите уравнение   x2 + 5(x(– 6 = 0. 


Решение.

ОДЗ: x ((–(,  +().

Рассмотрим два случая:

1) х < 0  (  x2 – 5x – 6 = 0 (  x1 = 6; x2 = –1. 

Корень х  = 6 не удовлетворяет условию х < 0;


2) х ( 0   (    x2 + 5x – 6 = 0 (  x1 = 1; x2 = –6. 

Корень х = –6 не удовлетворяет условию х ( 0.


Ответ: –1; 1.

21. Решите неравенство (x – 5(> 3/2. 


Решение.

ОДЗ: x ((–(,  +() .

Рассмотрим два случая:


1) х < 5   (   –(x – 5) > 3/2  (  –x + 5 > 3/2  (  x < 7/2;


2) х ( 5   (   x – 5 > 3/2  (  x > 13/2.


Ответ: (–(, 7/2) ( (13/2, +().

22. Решите неравенство 
[image: image70.wmf]3
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Решение.

ОДЗ: x ((–(, –1) ( (–1, +().

Рассмотрим два случая:


1) 
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2)  
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Ответ: (–(, –1) ( (–1, 2/3) .

23. Решите неравенство (x2 + 5x + 6(( 12 . 


Решение.

ОДЗ: x ((–(,  +() . 
Задача сводится к решению двух неравенств:

1) x2 + 5x + 6 ( 12       (       x2 + 5x – 6 ( 0      (     x ( –6 ( x ( 1;

2) x2 + 5x + 6 ( –12     (      x2 + 5x + 18 ( 0. 

Это неравенство не выполняется ни при каких значениях х.


Ответ: (–(, –6] ( [1, +() .

24. Решите неравенство x2 + 3(x – 1(( 1. 


Решение.

ОДЗ: x ((–(,  +().

Рассмотрим два случая:


1) х < 1  (  x2 – 3(x – 1) ( 1  (  х2 – 3x + 2 ( 0 ( (х – 2)(х – 1) ( 0   (  1 <  х ( 2. Решение не удовлетворяет условию х < 1;


2) х ( 1   (     x2 + 3(x – 1) ( 1  (   х2 + 3x – 4 ( 0   (   (х + 4)(х – 1) ( 0   ( –4 ( х ( 1. Учитывая условие х ( 1, получаем х = 1.


Ответ:  1.

25. Решите неравенство 
[image: image73.wmf]4
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Решение.

ОДЗ: x ((–(, –2) ( (–2, +() . 

Подставив в неравенство значение х = 4, убеждаемся, что оно является решением неравенства. При  x  (  4  запишем равносильное неравенство 
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Задача сводится к решению двух неравенств:

1) 
[image: image75.wmf]1
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Решая эти неравенства методом интервалов, получим соответственно: 

x ([3/2–
[image: image77.wmf]65

/2, –2) ( (4, 3/2+
[image: image78.wmf]65

/2 ] и  x ((–2, –1] ( [2, 4) .

Объединив решения, находим:

x ([3/2–
[image: image79.wmf]65

/2, –2) ( (–2, –1] ( [2, 4) ( (4, 3/2+
[image: image80.wmf]65

/2] .

Значение х = 4 также является решением исходного неравенства, поэтому

x ([3/2–
[image: image81.wmf]65

/2, –2) ( (–2, –1] ( [2,  3/2+
[image: image82.wmf]65

/2].


Ответ: [3/2–
[image: image83.wmf]65

/2, –2) ( (–2, –1] ( [2,  3/2+
[image: image84.wmf]65

/2].

Задачи для самостоятельного  решения

1. Решите уравнение 
[image: image85.wmf]0
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Ответ: –1/3; 7.

2. Решите уравнение 
[image: image86.wmf]x
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Ответ: –1; –1/3; 1/2; 2/3.

3. Найдите среднее арифметическое всех вещественных корней уравнения 

(х – 2)(х + 3)3 +(2 – х)(х + 1)3 = 98(х – 2).


Ответ: –2/3.

4. Решите систему уравнений 
[image: image87.wmf]ï
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Ответ:   (1, 1);  (–1/2, 1/4).

5. Решите систему уравнений 
[image: image88.wmf]î
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Ответ:   (3, 2);  (2, 3) .

6. Решите систему уравнений 
[image: image89.wmf]î
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Ответ:   (1, 4);  (4, 1) .

7. Решите неравенство  
[image: image90.wmf]2
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Ответ: (–(, –3/7) ( (1/4, +() .

8. Решите неравенство 
[image: image91.wmf]1
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Ответ: [–2, –1) ( (0, 1/2] .

9. Решите неравенство 
[image: image92.wmf]x
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Ответ: [–7, –1/2) ( [1, +() .

10. Найдите число целых решений неравенства 
[image: image93.wmf]0
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Ответ: 6.
11. Найдите число целых решений неравенства

[image: image94.wmf]16
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Ответ: 4.

Решите уравнение.

	12.    
[image: image95.wmf]1
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Ответ: 1.

14. (x – 1/2(+ 3=(x + 7(.


Ответ: –7/4.

16.  2x2 +5(x(–3 = 0.


Ответ: (1/2.
	13. 
[image: image96.wmf]3
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Ответ: 9/11.

15. (x(–(3x + 2(= 1.


Ответ: решений нет.

17.  3x2 –7(x(+2 = 0.


Ответ: (1/3; (2.



Решите неравенство.

18.  (x + 1/2(( 1/7.


Ответ: (–(, –9/14] ( [–5/14, +() .

	19.  
[image: image97.wmf]3
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Ответ: (–10; –8/5) .

21.  (x – 2(>(x + 1(–3.


Ответ: (–(, 2) .

23.  
[image: image98.wmf]2

1

2

2

<

-

x+

x

x

.


Ответ: (2–
[image: image99.wmf]6
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[image: image100.wmf]6
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Ответ: (–(, –1] ( [3/7, +() .

22.  (4x2 – 10x + 5(< 1.


Ответ: (1/2, 1) ( (3/2, 2) .

24.  x2 – 4(x – 2(( 4


Ответ: [–6, 2].




25.  
[image: image102.wmf]1
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Ответ: (–(, –
[image: image103.wmf]2
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[image: image104.wmf]8
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ВЫПУСК 4

ИРРАЦИОНАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ И НЕРАВЕНСТВА

Стандартным приемом решения иррационального уравнения является освобождение от радикалов путем возведения в соответствующую степень обеих частей уравнения. При возведении в четную степень исходное и полученное уравнения могут быть неравносильны. Посторонние корни исключаются проверкой.

Примеры решения задач

1. Решите уравнение 
[image: image107.wmf]3
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Решение.
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[image: image109.wmf]Û
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[image: image110.wmf]3.
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Проверка. 
[image: image111.wmf]6
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Ответ: 3.

2. Решите уравнение 
[image: image112.wmf]1
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Решение.
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Проверка. 


1) x = 1     
[image: image114.wmf]Þ
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2) x = –2  
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Ответ: 1.

3. Решите уравнение 
[image: image116.wmf]1
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Решение.
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Проверка. 


1) x = 3    
[image: image122.wmf]Þ
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2) x = –2 
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Ответ: 3.

4. Решите уравнение 
[image: image124.wmf]1
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Решение.


[image: image125.wmf]  
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[image: image126.wmf]Û
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[image: image127.wmf]Û
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x2 – x – 2 = 0      (      x1 = 2; x2 = –1.


Проверка.

 
1) x = 2     (  
[image: image128.wmf]1
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2) x = –1  (  
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Ответ: 2 .

5. Решите уравнение 
[image: image132.wmf]4
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Решение.

Введем новую переменную 
[image: image133.wmf]0
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t + 4/t = 4       (     t2 – 4t + 4 = 0    (     (t – 2)2 = 0      (    t = 2 . 


Возвращаясь к переменной х, получим:
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Проверка. 


[image: image135.wmf]4
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Ответ: 3.

6. Решите уравнение 
[image: image136.wmf]2
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Решение.
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[image: image138.wmf]Þ
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[image: image139.wmf]16
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Проверка.


1) x = 0  (  
[image: image140.wmf]4
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2) x = 5/2   (  
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Ответ: 0; 5/2.

7. Решите уравнение 
[image: image142.wmf]5
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Решение.


[image: image143.wmf].
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Необходимо рассмотреть два случая:


1) x < –1    (    –(x + 1)= –2x – 5     (     x = – 4;


2) x ( –1    (    x + 1 = –2x – 5         (     x =  –2 ,   что    противоречит условию x ( –1.


Ответ: – 4.

8. Решите уравнение 
[image: image144.wmf]2
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Решение.

Пусть  
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Значение –10/3 не удовлетворяет условию t ( 0.


Возвращаясь к переменной х, получим: 

x2 + 5x + 1 = 1    (    x2 + 5x = 0     (    x1 = 0; x2 =  –5. 


Ответ: 0, –5.

9. Решите уравнение 
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Решение.

Полагая 3x2 + 5x + 1 = t ( 0, получим:
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Проверка.


1) x = 1     (   
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2) x = – 8/3   (   
[image: image153.wmf] 
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Ответ: 1; –8/3.

10. Решите уравнение 
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Решение.
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Если х является корнем исходного уравнения, то сумму 
[image: image158.wmf]3
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Проверка.
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Ответ: 0.


11. Решите уравнение 
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Решение.
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Если х является корнем исходного уравнения, то сумму 
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Проверка.


1) x = –1   (      
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2) x = 0   (   
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Ответ:  –1.

Основным методом решения иррациональных неравенств является сведение исходного неравенства к равносильной системе или совокупности систем иррациональных неравенств. 

При натуральных значениях n неравенство 
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12. Решите неравенство 
[image: image177.wmf]x
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Решение.
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· x ((–(, 0] ( [3, 16/5).


Ответ: (–(, 0] ( [3; 16/5).

13. Решите неравенство 
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Решение.
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Ответ: (–(, 3).

14. Решите неравенство 
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Решение.
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Ответ: [1; 3].
15. Решите неравенство   
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Решение.

Введением новой переменной t =
[image: image187.wmf]x
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Решая его методом интервалов, получаем t ((1, 2). Возвращаясь к переменной х, находим x ((1, 4).


Ответ: (1; 4).

16. Решите неравенство 
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Решение.
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Ответ: [2/3; 6).

17. Решите неравенство 
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Решение.
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Ответ: {0} ( [3/2; 3].

Решая уравнение с параметром, необходимо сначала выразить неизвестную величину через параметр, затем сделать проверку, анализируя полученные выражения для каждого допустимого значения параметра.

18. Решите уравнение 
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a

x

x

x

=

-

-

+

+

1

1

2

.


Решение.
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[image: image198.wmf]  
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Проверка.

1. При x = 0 левая часть исходного уравнения имеет вид: 


[image: image199.wmf]1
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Это выражение имеет  смысл и равно 0 только при а ( 0.

2. При х = 4 + а левая часть исходного уравнения может быть преобразована к  виду:
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Ответ:   (0  
  при  a ((–(, –5);



      (0; a + 4  при а ([–5, 0];    



      (a + 4   
  при a ((0, +().

19. Решите уравнение 
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Решение.
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[image: image207.wmf])
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Проверка. 

1. При x = 0 левая часть исходного уравнения имеет вид:


[image: image211.wmf]0
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Это выражение имеет смысл и равно 
[image: image212.wmf]a

 только при  а ( 0.

2. При 
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   Это выражение имеет смысл и равно 
[image: image216.wmf]a

  только при а ( 0.


Ответ: 
( (  

при  a ((–(; 0);




(



( 0; 9a/16   
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Задачи для самостоятельного решения

Решите уравнения.

	1. 
[image: image217.wmf].
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Ответ: 6. 

3. 
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Ответ: 1.

5. 
[image: image219.wmf].
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Ответ: 6.
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Ответ: 3.
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Ответ: –2; 4.
	2. 
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Ответ: –1.

4. 
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Ответ: 3.

6. 
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Ответ: 3; 22.
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Ответ: 1.

10.
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Ответ: –9/2; 2.


Решите неравенство.

	11. 
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Ответ: 
[image: image228.wmf]].
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13. 
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Ответ: (–5/8; 12/5].
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Ответ: {–2} ( [1/3; 3/2].
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Ответ:{1}( [17/5; 4].
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Ответ: [4; 9/2).
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[image: image233.wmf]3
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Ответ: [4/5; 1).
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Ответ: (3; 5).
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Ответ: [–3; –2+2
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19. Решите уравнение 
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Ответ: 
( (
  при  a  ((–(, 2];
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20. Решите уравнение 
[image: image238.wmf]7
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Ответ: 
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