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1. ФУНКЦИИ. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ

Примеры решения задач

1. Вычислите 
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Решение. 

Вычислим сначала 
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Тогда 
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Ответ: 
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2. Найдите 
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Решение.
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Ответ: 
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3. Найдите область определения функции 
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1

3

)

5

ln(

2

-

-

+

-

=

x

x

x

x

y


Решение. 

Используя области определения элементарных функций, входящих в данную, получим систему:
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Ответ: 
[image: image12.wmf]]
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4. Найдите область определения функции 
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Решение. 

Нахождение области определения данной функции сводится к решению системы неравенств:
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решая которую, получим:
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Ответ: 
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5. Найдите область определения функции 
[image: image17.wmf].
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Решение.

 Нахождение области определения данной функции сводится к решению системы неравенств:
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Решая неравенства методом интервалов, получим
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Ответ: (0,5; 3).
6. Найдите область значений функции 
[image: image20.wmf].
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Решение. 

Преобразуем функцию, используя формулы понижения степени тригонометрических функций:
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Зная область значений функции 
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Имеем 
[image: image24.wmf]].
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Ответ: [(2; 1]. 

7. Найдите область значений функции  
[image: image25.wmf]x
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Решение.

 Данная функция определена при всех действительных значениях х. Используя определение модуля, преобразуем функцию:

1) при 
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2) при 
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3) при 
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Отсюда имеем для функции кусочно-аналитическое выражение:  
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Следовательно, область значений этой функции 
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Решение можно проиллюстрировать графически (рис. 1):
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Рис. 1

Ответ:[(2; 2].

8. Найдите область значений функции  
[image: image34.wmf].
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Решение.

Сделаем замену переменной 
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 Тогда функция y примет вид: 
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 Имеем систему: 
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При 
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 Следовательно, 
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Рассуждения можно пояснить графически (рис. 2).
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Рис. 2

Ответ: (0; 2].

9. Определите, какая из данных функций является четной, какая нечетной, а какая ( общего вида:


[image: image42.wmf]5

3

)

(

)

3

,

1

2

2

)

(

)

2

,

1

1

ln

)

(

)

1

2

2

+

+

=

+

=

+

-

=

-

-

x

x

x

f

x

f

x

x

x

f

x

x


Решение.

1. Рассмотрим функцию
[image: image43.wmf].
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Найдем ее область определения. По определению логарифма имеем 
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. Решая это неравенство методом интервалов, получим 
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 Как видно, область определения симметрична относительно начала координат. Найдем: 
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Следовательно, данная функция является нечетной.

2. Рассмотрим функцию 
[image: image47.wmf]1
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 Эта функция определена при всех действительных x. Преобразуем данную функцию, используя свойства степеней:
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Следовательно, эта функция является четной.

3. Теперь рассмотрим функцию 
[image: image49.wmf].
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Эта функция определена при всех действительных x, т.к. дискриминант подкоренного выражения отрицательный.
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Имеем 
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 следовательно, данная функция – общего вида.

10. Постройте график функции 
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Решение. 

Построим график функции 
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 (рис. 3). Заметим, что функция 
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 является четной. Оставим без изменения часть графика, лежащую в правой полуплоскости, и отразим её симметрично относительно оси Оy (рис. 4).
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11. Постройте график функции 
[image: image55.wmf].
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Решение.

Область определения данной функции: 
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Сначала построим график дробно-рациональной функции 
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 Для этого преобразуем её к виду:
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Построим гиперболу 
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 растянем её в 2 раза вдоль оси Оy и отразим симметрично относительно оси Оy. Получим график функции
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График функции 
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 получается из графика функции 
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 с помощью параллельного переноса вдоль оси Оx на 3 единицы влево и параллельного переноса вдоль оси Оy на 1 единицу вверх.

График функции 
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 получается путем отражения части графика,  лежащей  в  нижней  полуплоскости,  симметрично относительно оси Оx в верхнюю полуплоскость (рис. 5).
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Рис. 5

12. Совпадают ли графики функций 
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Решение.

Областью определения функции 
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 определена при всех действительных х. Следовательно, графики этих функций не совпадают.

Ответ: нет.

2. ПРОИЗВОДНАЯ ФУНКЦИИ. ТЕХНИКА ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЯ

2.1. Таблица производных элементарных функций
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2.2. Правила дифференцирования

Если 
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 – дифференцируемые на некотором интервале функции, то на этом интервале справедливы следующие формулы:
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2.3. Производная сложной функции

Пусть 
[image: image87.wmf])
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 – сложная функция. Тогда, если 
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Примеры решения задач

1. Найдите производную функции 
[image: image91.wmf].
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          Решение.

          Воспользуемся правилом дифференцирования частного:            
[image: image92.wmf].
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          Ответ:   
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2. Найдите  значение  производной  функции 
[image: image94.wmf]1
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[image: image95.wmf].
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Решение.

Используя  правила дифференцирования, получим:
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Тогда 
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Ответ: 
[image: image98.wmf].
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3. Найдите   значение   производной   функции   
[image: image99.wmf]x
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[image: image100.wmf].
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Решение.

Вычислим производную данной функции, используя правила дифференцирования частного и сложной функции:


[image: image101.wmf].
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Тогда 
[image: image102.wmf](
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Ответ: 
[image: image103.wmf]8
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4. Найдите   значение   производной   функции   
[image: image104.wmf])
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Решение.

Вычислим производную данной функции, используя правило дифференцирования сложной функции:
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Тогда 
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Ответ: 1.

3. ГЕОМЕТРИЧЕСКИЙ СМЫСЛ ПРОИЗВОДНОЙ. 

КАСАТЕЛЬНАЯ К ГРАФИКУ ФУНКЦИИ

3.1. Значение производной функции 
[image: image108.wmf])
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 численно равно  угловому коэффициенту касательной к графику данной функции в точке 
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3.2. Уравнение касательной  к графику функции 
[image: image113.wmf])
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Примеры решения задач

1. Напишите уравнение касательной к графику функции 
[image: image121.wmf]x
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Решение. 

Вычислим производную данной функции  
[image: image123.wmf].
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Найдем значение функции и ее производной в точке 
[image: image124.wmf].
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[image: image125.wmf].
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Тогда уравнение касательной будет иметь вид:
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Ответ: 
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2. Напишите уравнение касательной к графику функции 
[image: image129.wmf]25
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 в точке, где эта касательная параллельна прямой 
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Решение. 

Найдем  производную данной функции 
[image: image131.wmf].
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 По условию касательная  параллельна  прямой  
[image: image132.wmf],
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  следовательно,  их  угловые   коэффициенты   равны.   Получим   уравнение   для   нахождения  
[image: image133.wmf]0
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Теперь найдем значение функции в этой точке:
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Тогда уравнение касательной будет иметь вид:
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Ответ: 
[image: image139.wmf].
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3. Через точку (6; 2) проходят две касательные к графику функции 
[image: image140.wmf].
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 Найдите сумму абсцисс точек касания.

Решение. 

Вычислим производную функции
[image: image141.wmf].
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Напишем   уравнение   касательной   к   графику   данной   функции  в точке 
[image: image142.wmf]0
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Подставив координаты точки (6; 2) в это равенство, получим уравнение для нахождения абсцисс точек касания. 
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откуда сумма абсцисс равна (4.

Ответ: (4.

4. Какой угол составляет с осью абсцисс касательная к графику функции 
[image: image145.wmf]x
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 в точке пересечения графика с этой осью?

 Решение.
Область определения данной функции 
[image: image146.wmf]).
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Найдем точку пересечения графика функции с осью абсцисс. Для этого решим уравнение 
[image: image147.wmf]0
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[image: image149.wmf].
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Найдем производную функции и вычислим её значение в точке  
[image: image150.wmf]1
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Тангенс угла наклона касательной к оси абсцисс равен значению производной в точке касания. Следовательно, 
[image: image152.wmf].
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Ответ: 
[image: image153.wmf].
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5. Найдите координаты ближайшей к началу координат точки графика функции 
[image: image154.wmf],
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Решение.

Найдем производную данной функции: 
[image: image156.wmf].
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Угловой коэффициент касательной равен значению производной в точке касания: 
[image: image157.wmf].
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 Решая это тригонометрическое уравнение, получим, выбирая ближайшую к началу координат точку:
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Ответ: 
[image: image159.wmf].
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6. К параболам 
[image: image160.wmf]1
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 проведена общая касательная. Найдите сумму абсцисс точек касания.

Решение.
Пусть 
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После упрощений это уравнение можно записать в виде:


[image: image165.wmf].
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Напишем уравнение касательной к параболе 
[image: image166.wmf]2
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 в точке с абсциссой 
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Так как полученные уравнения являются уравнениями одной и той же прямой, то коэффициенты при неизвестном и свободные члены должны совпадать:
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Ответ: 
[image: image170.wmf].
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4. ИССЛЕДОВАНИЕ ФУНКЦИИ С ПОМОЩЬЮ ПРОИЗВОДНОЙ

Примеры решения задач

1. Определите количество целых 
[image: image171.wmf]x

 на интервале возрастания функции 
[image: image172.wmf]3
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Решение. 

Найдем производную данной функции и приравняем ее нулю:


[image: image173.wmf].
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Нанесем нули производной на ось и определим знак производной в каждом из полученных интервалов.
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Итак, функция возрастает на интервале 
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[image: image178.wmf]x
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Ответ: –1.

2. Найдите суммарную длину промежутков убывания функции, если ее производная имеет вид 
[image: image179.wmf]).
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Решение. 

Найдем нули производной. Это, очевидно, 
[image: image180.wmf].
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 Нанесем их на ось и определим знак производной в каждом из полученных интервалов. Отметим, что корень 
[image: image181.wmf]0
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 имеет кратность, равную двум, и, следовательно, производная не меняет знак при переходе через 0. 


[image: image182.wmf]y

¢

     +          (          +       +         (            +                x

[image: image183.wmf]y
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Напомним, что длина промежутка определяется как разность координат его правого и левого концов. Следовательно, оба промежутка убывания функции ((4; (1) и (1; 4) имеют длину, равную трем, а их суммарная длина равна шести.

Ответ: 6.

3. Найдите точки максимума функции 
[image: image184.wmf].
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Решение. 

Данная функция определена при x ( 0.

Найдем производную функции и приравняем ее нулю:


[image: image185.wmf].
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Производная, так же как и функция, не определена при x = 0.

Нанесем критические точки на ось и определим знак производной в каждом интервале:


[image: image186.wmf]y
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[image: image187.wmf]y

                   0                2

Точка x = 0 не входит в область определения функции и, следовательно, не является точкой максимума функции.

Ответ: Функция не имеет точек максимума.

4. Найдите длины сторон прямоугольника с периметром 20 см, имеющего наименьшую диагональ.

Решение.

        B                            C            Пусть дан прямоугольник ABCD. Очевидно,

                                   что  AB+BC = 10 см.  Обозначим   AB = x.  Тогда 

                                   BC = 10 ( x.   

        A                            D            По теореме Пифагора получим:

[image: image188.wmf].
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Исследуем на экстремум функцию  
[image: image189.wmf]100
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 при условии 
[image: image190.wmf].
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Найдем производную функции и приравняем её нулю:


[image: image191.wmf].
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Определим знаки производной на каждом из полученных интервалов:


[image: image192.wmf]y
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Следовательно, функция имеет минимум в точке 
[image: image193.wmf]5
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. Единственный минимум непрерывной на некотором интервале функции является её наименьшим значением. Итак, длина диагонали AC будет наименьшей при 
[image: image194.wmf]5
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.

Отсюда получаем 
[image: image195.wmf].
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Ответ: 5 см, 5 см.

5. Представьте число 15 в виде двух слагаемых так, чтобы произведение квадрата первого из них на второе было наибольшим.

Решение. 

Обозначим первое слагаемое x, тогда второе равно 
[image: image196.wmf])
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Рассмотрим функцию 
[image: image197.wmf])
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 и исследуем её на экстремум при условии 
[image: image198.wmf].
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 Найдем и приравняем нулю производную этой функции:
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Корень 
[image: image200.wmf]0
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 не подходит по смыслу задачи. Определим знаки производной на полученных интервалах:


[image: image201.wmf]y
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На рассматриваемом  интервале в точке 
[image: image202.wmf]10
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 функция имеет единственный максимум, который и является её наибольшим значением.

Значит первое слагаемое равно 10, а второе 15 ( 10 = 5.

Ответ: 10 и 5.

6. В геометрической прогрессии с положительными членами выполняется условие 
[image: image203.wmf]).
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 При каком значении знаменателя прогрессии сумма первых четырех её членов принимает наименьшее значение? Найдите эту сумму.

Решение.

[image: image204.wmf]).
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Откуда 
[image: image205.wmf]1
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, где 
[image: image206.wmf]-
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знаменатель прогрессии, причем 
[image: image207.wmf].
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Сумма первых четырех членов геометрической прогрессии равна:


[image: image208.wmf].

4

3

1

)

1

(

)

1

(

1

)

1

(

2

2

1

4

1

4

q

q

q

q

b

q

q

b

S

+

+

=

+

×

+

×

=

-

-

=


Исследуем функцию 
[image: image209.wmf]q
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 на экстремум при условии 
[image: image210.wmf].
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 Для этого найдем её производную и приравняем нулю:
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Корень 
[image: image212.wmf]1
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 не удовлетворяет условию положительности знаменателя прогрессии.

Имеем:


[image: image213.wmf]S
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Единственный минимум является и наименьшим значением функции при 
[image: image216.wmf].
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Ответ: 
[image: image218.wmf].
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7. Установите, при каких значениях параметра m функция 
[image: image219.wmf]12
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 достигает минимума при 
[image: image220.wmf].
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Решение. 

Найдем производную функции и приравняем её нулю: 


[image: image221.wmf].
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Очевидно, что данная квадратичная функция достигает минимума в найденной точке. Следовательно, подставляя  
[image: image222.wmf]3
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, получим: 
[image: image223.wmf].
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Ответ: (1.
5. НАХОЖДЕНИЕ НАИБОЛЬШЕГО И НАИМЕНЬШЕГО ЗНАЧЕНИЙ ФУНКЦИИ НА ОТРЕЗКЕ

Для нахождения наибольшего и наименьшего значений непрерывной на отрезке [a,b] функции, следует вычислить значение функции в точках, где  производная равна нулю или не существует, и на концах промежутка, а  затем  из  найденных  значений  выбрать  наибольшее  и  наименьшее значения.

Примеры решения задач

1. Найдите наибольшее и наименьшее значения функции 
[image: image224.wmf]x
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 на отрезке [1; 6].

Решение. 

Прежде всего заметим, что на заданном интервале функция определена. Найдем ее производную и приравняем нулю.


[image: image225.wmf].
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Точка 
[image: image226.wmf]4
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 не принадлежит заданному отрезку [1; 6].

Вычислим значения функции в точке 
[image: image227.wmf]4
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 и на концах отрезка:


[image: image228.wmf].

12

13

6

2

8

6

)

6

(

,

8

17

1

2

8

1

)

1

(

,

1

4

2

8

4

)

4

(

=

+

=

=

+

=

=

+

=

f

f

f


Следовательно,  на отрезке [1; 6] наибольшее значение функции достигается в точке 
[image: image229.wmf]1
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 и равно 
[image: image230.wmf]8
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, а наименьшее ( в точке 
[image: image231.wmf]4
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 и равно 1.

Ответ: 2.

2. Найдите множество  значений  функции  
[image: image232.wmf]6
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  на  отрезке [2; 9].

       Решение.

Найдем производную функции и приравняем её нулю:


[image: image233.wmf].
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Точка 
[image: image234.wmf]5
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 принадлежит заданному промежутку. Вычислим значение функции в точке 
[image: image235.wmf]5
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 и на концах отрезка:


[image: image236.wmf].
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Следовательно, на отрезке [2; 9] наименьшее значение функции достигается при 
[image: image237.wmf]5
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 и равно –6,25, а наибольшее – при 
[image: image238.wmf]9
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 и равно 24. Следует заметить, что непрерывная на отрезке функция принимает все промежуточные значения между наименьшим и наибольшим значениями. Значит, множество значений функции на отрезке [2; 9] равно 
[image: image239.wmf]].
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Ответ: [(6,25; 24].
Задачи для самостоятельного решения

Найдите область определения функции:


[image: image240.wmf].

25

3

1

)

(

.

2

1

x

x

x

f

-

+

-

=

 

Ответ: (3; 5].
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Ответ: ((1; 15].
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Ответ: 
[image: image243.wmf]].
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[image: image244.wmf].

2

5

log

log

)

(

4

4

,

0

.

4

-

-

=

x

x

x

f

 

Ответ: (2; 3,5).

[image: image245.wmf]).
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Ответ: 
[image: image246.wmf]).
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Найдите область значений функции:
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Ответ: 
[image: image248.wmf]].
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[image: image249.wmf]5
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Ответ: [–7; 7].
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Ответ: [1; 2].
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Ответ: 
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[image: image253.wmf]2
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Ответ: 
[image: image254.wmf]).
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Определите, какими являются данные функции: четными, нечетными или общего вида.
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Ответ: нечетная.
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Ответ: четная.
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Ответ: общего вида.
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Ответ: нечетная.

Постройте графики функций:
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Найдите производную функции и вычислите её значение в точке 
[image: image260.wmf]:
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[image: image261.wmf]1

,

7

5

2

ln

3

)

(

0

3

.

20

=

+

-

×

=

x

x

x

x

x

f

.

Ответ: 
[image: image262.wmf].
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[image: image263.wmf]4
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Ответ: 
[image: image264.wmf].
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[image: image265.wmf]3
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Ответ: 
[image: image266.wmf]p
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Ответ: 
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[image: image269.wmf]1
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Ответ: 
[image: image270.wmf].
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Определите промежутки убывания и возрастания функции:
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Ответ: функция  возрастает  на  
[image: image272.wmf];
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[image: image274.wmf].
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Ответ: функция  возрастает  на  
[image: image275.wmf]);
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  убывает  на (2; 5) и (5; 8).
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Ответ: функция возрастает на 
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[image: image278.wmf].
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Определите промежутки убывания и возрастания функции, если её производная имеет вид:
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Ответ: функция возрастает на промежутках: 
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и убывает на промежутках: ((4; (3), ((1; 1), (3; 4).
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Ответ: функция возрастает на 
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Определите экстремумы функции:
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Ответ:
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Ответ: 
[image: image288.wmf];
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Определите количество экстремумов функции, если её производная имеет вид:
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Ответ: 4.
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Ответ: 2.

34. Напишите уравнение касательной к графику функции 
[image: image292.wmf]5
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 в точке 
[image: image293.wmf].
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Ответ:
[image: image294.wmf].
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35. Напишите уравнение касательной к графику функции 
[image: image295.wmf]30

27

3

2

+

-

=

x

x

y

 в точке, где касательная параллельна прямой 
[image: image296.wmf].

1

3

-

-

=

x

y


Ответ: 
[image: image297.wmf].
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36. Через точку ((3; 2) проходят две касательные к графику функции 
[image: image298.wmf]x
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. Найдите сумму абсцисс точек касания.

Ответ: 0,4.
37. К параболам 
[image: image299.wmf]5
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и 
[image: image300.wmf]2
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проведена общая касательная. Найдите сумму абсцисс точек касания.

Ответ: (5.
38. Найдите сумму угловых коэффициентов касательных к кривой 
[image: image301.wmf])

3

)(

1

)(

1

(

-

-

+

=

x

x

x

y

 в точках её пересечения с осью абсцисс.

Ответ: 12.

Найдите наибольшее и наименьшее значения функции на отрезке:
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Ответ: 
[image: image303.wmf].
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          Ответ: 
[image: image305.wmf],

8

наим

-

=

f

 
[image: image306.wmf].

73

наиб

=

f

  
41. Найдите сумму наибольшего и наименьшего значений функции
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 на отрезке [1;2].

Ответ: 36.

Решите задачи.

42. Периметр окна прямоугольной формы равен 6 см. Какими должны быть размеры окна, чтобы его площадь была наибольшей?  

Ответ: 1,5 ( 1,5 м.

43. Диагональ боковой грани правильной четырехугольной призмы равна d. Найдите длину бокового ребра, при котором объем призмы наибольший.
Ответ: 
[image: image308.wmf].
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44. Представьте число 12 в виде суммы двух положительных слагаемых так, чтобы сумма куба первого слагаемого и утроенного второго слагаемого была наименьшей.
Ответ: 1;11.

45. Для геометрической прогрессии с положительными членами выполняется условие 
[image: image309.wmf].
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 При каком значении знаменателя геометрической прогрессии сумма первых четырех её членов принимает наибольшее значение? Найдите эту сумму. 

Ответ: 
[image: image310.wmf].
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