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Обозначения:

a, b, c – стороны треугольника;

(, (, (  или ( A, ( B, ( C – углы треугольника;

ha, hb, hc  –  высоты треугольника, опущенные на стороны a, b, c;

S – площадь треугольника;

P = a + b + c – периметр треугольника;

p = P/2 – полупериметр треугольника;

R – радиус окружности, описанной около треугольника;

r – радиус окружности, вписанной в треугольник.

1. Три признака равенства треугольников 

1. Два треугольника равны, если сторона и два прилежащих к ней угла одного треугольника соответственно равны стороне и двум приле-жащим к ней углам другого треугольника.

2 . Два треугольника равны, если две стороны и угол между ними одного треугольника соответственно равны двум сторонам и углу между ними другого треугольника.

3. Два треугольника равны, если три стороны одного треугольника соответственно равны трем сторонам другого треугольника.

2. Три признака подобия треугольников

1. Два треугольника подобны, если два угла одного треугольника соответственно равны двум углам другого треугольника.

2. Два треугольника подобны, если две стороны одного треугольника соответственно пропорциональны двум сторонам другого, а  углы, заключенные между этими сторонами, равны.

3. Два треугольника подобны, если три стороны одного треугольника соответственно пропорциональны трем сторонам другого.

3. Общие свойства треугольников
1. Сумма углов треугольника равна 180(.

2. Сумма длин любых двух сторон треугольника больше третьей стороны.

3. Средняя линия треугольника параллельна стороне и равна её половине.

4. Биссектриса внутреннего угла треугольника делит противолежа-щую сторону на отрезки, пропорциональные прилежащим сторонам. 

5. В треугольнике против большей стороны лежит больший угол, а против большего угла – большая сторона. Против равных сторон лежат равные углы, против равных углов – равные стороны.

6. В равностороннем треугольнике все углы равны.

7. Углы при основании равнобедренного треугольника равны. 

4. Замечательные точки в треугольнике

1. Три биссектрисы треугольника пересекаются в одной точке, являющейся центром вписанной в треугольник окружности.

2. Три перпендикуляра, проведенных из середин сторон треугольника, пересекаются в одной точке, являющейся  центром описанной около треугольника окружности.

3. Три медианы треугольника пересекаются в одной точке и делятся ею в отношении 2 : 1, считая от соответствующих вершин треугольника.

4. Три высоты треугольника ( или их продолжения ) пересекаются в одной точке, называемой ортоцентром.

5. Метрические соотношения в треугольниках


1. Теорема синусов: 
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2. Теорема косинусов:

c2 = a2 + b2 – 2abcosC.


3. Площадь треугольника
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4. В равностороннем треугольнике

S = 
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5. В прямоугольном треугольнике (a2 + b2 = c2), длина высоты, опущенной на гипотенузу c, есть среднее геометрическое отрезков, на которые она делит гипотенузу.

6. Теорема Фалеса

Если на одной из сторон угла от его вершины последовательно отложить равные отрезка и через концы этих  отрезков провести параллельные прямые, пересекающие вторую сторону угла, то на второй стороне угла отсекаются также равные отрезки.

7. Свойства параллелограмма


1. Площадь параллелограмма

S = aha,
 
S = absinA,

где a и b – смежные стороны, 

А – угол между ними, 

ha – высота, опущенная на сторону a.


2 . В параллелограмме сумма квадратов диагоналей равна сумме квадратов всех его сторон.


3. Диагонали ромба взаимно перпендикулярны и являются биссектрисами его углов.

8. Свойства трапеции


1. Средняя линия трапеции параллельна основаниям и равна их полусумме.


2. Площадь трапеции

S = 
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где a и b – основания,  h – высота трапеции.

9. Свойства окружности, круга сектора и сегмента

Сектор – часть круга, ограниченная двумя радиусами. 

Сегмент – часть круга, заключенная между дугой окружности и стягивающей ее хордой. 

1. Длина окружности  L = 2(R. 

2. Площадь круга  S = (R2.

	3. Радианной мерой угла АОВ называется число ( равное отношению длины дуги окружности АМВ к ее радиусу R.
4. Вписанный угол АРВ измеряется половиной дуги окружности АМВ, на которую он опирается.
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5. Длина дуги сектора  LАМВ = R(.   

6. Площадь сектора  SOАМB = 
[image: image11.wmf]1
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7. Площадь сегмента равна разности площадей сектора и треугольника

SAMB = SOАМB – SOAB.
10. Свойства касательных, хорд и секущих

1. Радиус R, проведенный в точку касания, перпендикулярен касательной.

2. Диаметр окружности, проходящий через середину хорды, перпендикулярен ей. Диаметр, перпендикулярный хорде, проходит через её середину. 

3. Если две хорды пересекаются, то произведения длин отрезков, на которые точка пересечения делит каждую из хорд, равны.

4. Отрезки касательных, проведенных к окружности из точки, лежащей вне неё, равны.

5. Квадрат длины касательной равен произведению длины секущей на её внешнюю часть.

6. Центры касающихся окружностей и точка их касания лежат на одной прямой.

7. Если четырехугольник можно вписать в окружность, то сумма двух его противоположных углов равна 180(, и наоборот.

8. Произведение длин диагоналей вписанного четырехугольника равно сумме произведений противоположных сторон (теорема Птолемея).

9. Если в четырехугольник можно вписать окружность, то суммы его противоположных сторон равны, и наоборот.

Примеры решения задач

1.В треугольнике ABC биссектриса AD делит  сторону BC в отношении BD : DC = 2 : 1. В каком отношении медиана СЕ делит эту биссектрису?

Решение.
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	Проведем FD((EC, тогда по следствию к теореме Фалеса
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Ответ:  3 : 1.

2. В остроугольном треугольнике АВС точка Е делит сторону ВС в отношении 2 : 3, точка D делит сторону АС в отношении 4 : 1. В каком отношении отрезок АЕ делит отрезок ВD?

Решение.
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	По условию ВЕ : ЕС = 2 : 3;  AD : DC = 4 : 1.

Проведем DК((АЕ и пусть ВЕ = 2х, ЕС = 3х. По следствию к теореме Фалеса
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Ответ: 
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3. В треугольнике один угол равен разности двух других. Найдите наибольший угол треугольника.

Решение.
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Углы  ( А  и  ( C – острые  и, следовательно,  меньше ( В.

Ответ: 90(.

4. Острые углы прямоугольного треугольника равны 53о и 37о. Найдите угол между высотой и медианой, проведенными из вершины прямого  угла.

Решение.
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	По условию АМ = МС, BN ( АС.
( ABN = 90o – ( ВАС = 90o – 53o = 37о.

Так как (.) М – центр описанного круга, то

ВМ = МС = АМ, следовательно, , треугольник ВСМ – равнобедренный и 

( МВС = ( ВСА = 37о. Тогда 


( ( = 90o – ( ABN – ( MBC = 90o – 37o – 37o = 16o.

Ответ: 16o. 

5. Основание треугольника равно 
[image: image22.wmf]98

. Найдите длину отрезка, параллельного основанию и делящего площадь треугольника пополам.

Решение.
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	Пусть MN = x. Так как треугольники

 АВС и MNB  подобны, то
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Значит  х = 7.


Ответ: 7. 

6. Найдите длину высоты  h треугольника, проведенной на сторону длиной 5 см, если две другие стороны равны 7 см и 8 см.


Решение.

Площадь треугольника S = 
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Ответ: 
[image: image29.wmf]4
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7. Высоты треугольника относятся как 3 : 4 : 6, а его периметр Р равен 9 см. Найдите площадь треугольника.


Решение.

S = a(ha /2 = b(hb /2 = c(hc /2  (  3a = 4b = 6c  (  b = 3a/4, c = a/ 2.

Р = a + b + c = a + 3a/4 + a/2 = 9a/4.

По условию Р = 9   (   9a/4=9   (   a = 4, b = 3, c = 2.

По формуле Герона S =
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Ответ: 
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8. Kатет прямоугольного треугольника равен 20см, а высота, опущенная на гипотенузу, равна 12 см. Найдите площадь треугольника.
Решение.
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По свойству высоты, опущенной на гипотенузу, 
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Ответ: 150 см2.

9. Периметр прямоугольного  треугольника равен 60 см. Найдите длины сторон треугольника, если высота, опущенная на гипотенузу, равна 12 см.


Решение.

По условию AD = 12 см. По свойству высоты, опущенной на гипотенузу,

BD(DC = AD2  или BD(DC = 144. SАВС = AD(BC/2 = AB(AC/2    (       
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	AB(AC = 12BC.     BC2 = AC2+AB2   (
BC2 + 2AB(AC = AC2 + 2AB(AC + AB2
(     (AB + AC)2 = BC2 + 24(BC      (
        (60 – BC)2 = BC2 + 24(BC          (     3600 – 120BC + BC2 = BC2 + 24(BC  (
BC=25.   Тогда
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Ответ: 15 см; 20 см; 25 см.

10. Найдите гипотенузу прямоугольного треугольника, если радиус вписанной окружности равен 3см, а один из катетов равен 8см.

Решение.
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	Точка О – центр вписанной окружности и

OD = OE = OF = 3. ADOE – квадрат (по свойству касательных) и AD = AE = 3.  BF = BD = AB – AD = 8 – 3 = 5.

По теореме Пифагора  AB2 + AC2 = ВС2.
Обозначим FC=CE =x. 


Тогда

82 + (х + 3)2 = (х + 5)2       (          х = 12.

ВС = BF + FC = 5 + 12 = 17.

Ответ: 17 см.

11. В прямоугольном треугольнике а и b – катеты, h – высота, опущенная на гипотенузу. Докажите, что 
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Решение.
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	Треугольники  ABN и ABC подобны (по двум углам – прямому и ( BАC)   (
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2

2

2

2

2

2

1

1

1

a

b

b

a

b

a

h

+

=

×

+

=

.

12. В прямоугольном треугольнике произведение катетов равно квадрату половины гипотенузы. Докажите, что один из острых углов треугольника в пять раз больше другого.


Решение.
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	По условию  ab = 
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13. В прямоугольном треугольнике биссектриса одного из острых углов делит противоположный катет на отрезки длиной 4 см и 6 см. Найдите периметр и площадь треугольника.


Решение.

По условию AD = 4 см и DС = 6 см. Биссектриса делит АС на отрезки, пропорциональные прилежащим сторонам: 
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	Пусть  АВ = 2х,   ВС = 3х,  тогда

BC2 = AB2 + AC2   (   9x2 = 4x2+102   ( 5x2 = 100         (      х = 2
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P = AB + BC + AC = 4
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 + 10
= 10(1 +
[image: image56.wmf]5

).

S= AC(AB/2=10(4
[image: image57.wmf]5

/2=20
[image: image58.wmf]5

.





Ответ: 10(1 +
[image: image59.wmf]5

) см, 20
[image: image60.wmf]5

 см.

14. Найдите отношение радиусов вписанной и описанной окружностей правильного треугольника.


Решение.

Обозначим сторону треугольника через а. Используя формулы для радиусов r и R вписанной и описанной окружностей правильного треугольника, приведенных в пункте 5, получаем 
[image: image61.wmf]2
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Ответ: 
[image: image62.wmf]2
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15. Найдите площадь равнобедренного  треугольника с углом при основании 30о, если радиус вписанной окружности равен 2 см.


Решение.

По условию ( ВАС = 30о, ON = 2, АВ = ВС. По свойству медиан ON = BN/3,

	
[image: image63.wmf]30
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	следовательно, BN = 3(ON = 6. Тогда AN/BN = ctg30o,  AN = BN(ctg30o = 6
[image: image64.wmf]3


и АС = 2AN = 12
[image: image65.wmf]3

. 

SABC = AC(BN/2 = 12
[image: image66.wmf]3

(6/2 = 36
[image: image67.wmf]3

.



Ответ: 36
[image: image68.wmf]3

.

16. Найдите площадь равнобедренного треугольника, если высота, опущенная на основание, равна 20см, а высота, опущенная на боковую сторону, равна 24см.

Решение.

	
[image: image69.wmf]N
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	По условию ВN = 20, AM = 24. 

Пусть NC = x, BC = y, тогда АC = 2x, 

SАВС = АС(BN/2 = 20х,

SАВС = BС(АМ/2 = 12у.

Теорема Пифагора для треугольника ВСN дает возможность составить систему   
[image: image70.wmf]î
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откуда находим х =15. Тогда SАВС = BN(NC = 20(15 = 300.
Ответ: 300 см2.

17. Даны две стороны остроугольного треугольника b и с. Площадь треугольника равна 2bс/5. Найдите третью сторону.

Решение.

	
[image: image71.wmf]C
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По теореме косинусов 
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Ответ: 
[image: image74.wmf].
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18. В треугольнике АВС угол A вдвое больше угла B, AB=7см, AC=9см. Найдите BC.

Решение.

( АСВ = 180О – ( –2( = 180О – 3(. По теореме синусов
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[image: image80.wmf]12
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Ответ: 12 см.

19. Две медианы треугольника взаимно перпендикулярны и равны соответственно m и n. Найдите площадь треугольника.

Решение.

	
[image: image81.wmf]N
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	По условию AM = m, CN = n. 
По свойству медиан AO = 2m/3, CO = 2n/3, ВК = 3(ОК. SAОC = AO(OC/2 = 2mn/9. Проведем BD ( AC и OE ( AC.  BD = 3(OЕ, т.к. треугольники BDK и OEK подобны по двум углам (прямому и общему). 
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Ответ: 
[image: image83.wmf]mn
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20. Внутри  данного острого угла ( выбрана точка М, расстояния от которой  до сторон угла  равны  a и b (a > b). Найдите расстояние от точки М до вершины угла.


Решение.
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	Пусть АМ = а, ВМ = b. Продолжим   отрезок   ВМ   до пересечения с другой стороной угла. MC ( OB и MA ( OC   ( ( АМС = ( СОВ = ( .   Тогда
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OB = BC(ctg( = 
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ОМ2 = ОВ2 + ВМ2 = 
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Ответ: 
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21. Сторона прямоугольника относится к его диагонали как 3 : 5, а другая сторона равна 8 см. Найдите площадь прямоугольника.


Решение.

	 
[image: image92.wmf]A
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	По условию ВС = 8 см, АВ : AC = 3 : 5. Пусть    АВ = 3х,   АС=5х. 

АС2 = АВ2 + ВС2  (  9х2+64 = 25х2    (    х2 = 4    (    х = 2    (    АВ = 6.
 S = AB(BC = 48.



Ответ: 48 см2.

22. В прямоугольнике перпендикуляр, опущенный из вершины на диагональ, делит прямой угол на две части в отношении 3 : 1. Найдите угол между этим перпендикуляром и другой диагональю.


Решение.
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	По условию   CN ( BD,  
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( CBD = ( DCN = (  (CB ( DC   и  BD ( CN).
 ( ACB = ( CBD = ( .

( OCN = 90( – ( ACN – ( DCN = 90( – 2( =

= 90( – 2(22,5( = 90(– 45(=45(.


Ответ: 45(.

23. На сторонах АВ и ВС параллелограмма АВCD взяты произвольные точки E и F. Докажите, что треугольники AFD  и CDE равновелики.


Решение.
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	SABCD = 2(SAFD, так как треугольник и параллелограмм имеют общие основание AD и высоту MN.

SCDE  = SABCD – SAED – SBEC =


= SABCD – 
[image: image99.wmf]2
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[image: image106.wmf]1
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24. Докажите, что отрезок, соединяющий одну из вершин параллелограмма с серединой любой из противолежащих этой вершине сторон, делит соответствующую диагональ в отношении  1 : 2.


Решение.

	
[image: image107.wmf]A
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	По условию BE=EC. Треугольники

BOE и AOD подобны (по трем углам), следовательно, 
[image: image108.wmf]2
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25. Найдите площадь ромба, если его большая диагональ равна 4 см, а острый угол равен 60(.


Решение.

	
[image: image109.wmf]A
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	По  условию    АС = 4,       ( BAD = 60(. 

BD ( AC,  AO = 
[image: image110.wmf]1
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AC = 2,  ( BАO = 30( (свойство диагоналей ромба). 
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SABCD = 
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Ответ: 8
[image: image118.wmf]3

3

 см.

26. Найдите площадь параллелограмма с острым углом 60(, если его диагонали равны 1 см и 3см. 

Решение.

	
[image: image119.wmf]A
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	По  условию BD = 1, АС = 3, ( BAD = 60(.

Пусть АВ = СD = х, ВС = АD = у,
тогда по свойству диагоналей параллелограмма. BD2 + AC2 = 2AB2 + 2BC2       (
12 + 32 = 2x2 + 2y2   (    x2 + y2 =5


По теореме косинусов  BD2 = AD2 +AB2 +2AD(AB(cos60o     (     

12 = x2 + y2 – 2xy(
[image: image120.wmf]2
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   (   xy = x2 + y2 –1 = 5−1 = 4.
SAВСD = AD(AB(sin60o = xy(sin60o = 4
[image: image121.wmf]2
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= 2
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.


Ответ: 2
[image: image123.wmf]3

 см.
27. Периметр ромба равен 2р, сумма диагоналей равна m. Найдите площадь ромба.

Решение.
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Ответ: 
[image: image130.wmf]).
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28. Длины меньшей диагонали, стороны и большей диагонали ромба составляют геометрическую прогрессию. Найдите углы ромба.

Решение.

	
[image: image131.wmf]A

D

B

C

a


	По условию BD = b, AB = bq, AC = bq2.

SABCD = BD(AC/2 = b(bq2/2 = (bq)2/2, 

SABCD = AB2(sin( = (bq)2(sin(. Следовательно,

sin( = ½, ( = 30о, ( АВС = 180о – 30о = 150о.


Ответ:  30о, 150о.

29. Докажите, что во всяком выпуклом четырехугольнике сумма квадратов диагоналей вдвое больше суммы квадратов отрезков, соединяющих середины противоположных сторон.


Решение.

По условию AK = KB, BL = LC, CN = ND, DM = MA. 

KL = 
[image: image132.wmf]2

AC 

, т.к. KL – средняя линия треугольника ABC. Аналогично   MN = 
[image: image133.wmf]2
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,  KM = 
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,  LN = 
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.    KL2 + MN2 + KM2 + LN2 =
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30. В треугольник вписан ромб со стороной m так, что один угол у них общий, а противоположная вершина ромба лежит на стороне треугольника и делит эту сторону на отрезки длиной p и q. Найдите стороны треугольника.


Решение.

По условию  AN = NK = KM = AM = m,  BK = p,  KC = q. Треугольники
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	NBK и MKC подобны (по трем углам)

(          
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BC = BK + KC = p + q.

Ответ: 
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31. Площадь квадрата, построенного на основании равнобедренного треугольника, равна площади последнего. Найдите угол при вершине треугольника.


Решение.

По условию  AB = BC = CD = AD = a, BN = NC, SABCD = SBNC.
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	Проведем   MN ( BC,     ( BNM = (/2. 

SBNC = BC(MN/2 = MN(a/2. 

SABCD = a2    (     MN(a/2 = a2    (   МN = 2a.
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Ответ: arctg
[image: image150.wmf]8
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32. В квадрат вписан равносторонний треугольник так, что одна из вершин квадрата совпадает с вершиной треугольника. Найдите отношение площадей треугольника и квадрата.


Решение.

Треугольники BAM и BCN равны (по катету и гипотенузе), а в равностороннем треугольнике ( MBN = 60(. Следовательно 

( ABM = ( CBN = 
[image: image151.wmf]2
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	Тогда AB = BM(cos15( и 

SABCD = AB2 = BM2(cos215(. 
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Ответ: 
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33. Найдите высоту трапеции, основания которой равны 25 см и 11 см, а боковые стороны 13 см и 15 см.


Решение.

По условию BС = 11 см, AD = 25 см, AB = 13 см, CD = 15 см, BC ((AD. 
Приведем два решения.
	
[image: image158.wmf]A

D

B

C

 N

M

   

h         

h

 

x


	BM ( AD, CN ( AD, BM = CN = h. 
Пусть AM = x, тогда 

ND = AD – MN – x = 14 – x.

Теорема Пифагора для треугольников ABM и CND дает возможность составить систему
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Тогда 132 – x2  = 152 – (14 – x)2  (  169  – x2 =2 25 – 196 + 28x – x2  (     x = 5     (

h =
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	BK ((CD   (   KD = BC, BK = CD = 15.

AN = AD – KD = 25 – 11 =14. 

По формуле Герона SABK = 
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Ответ: 12 СМ.

34. Основания трапеции равны a и b. Определите, как относятся площади частей, на которые трапеция делится средней линией.


Решение.
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	По  условию    BС = a,   AD = b.
MN = (a + b)/2 – средняя линия. Пусть  2h –  высота трапеции. Средняя линия делит высоту на отрезки   одинаковой   длины  h.


SBCMN = (BC + MN)(h/2
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SMNAD = (MN + AD)(h/2 =
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Ответ:  
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35. Трапеция с основаниями 4 см и 10 см разделена на параллелограмм и трапецию, площади которых относятся как 2 : 5. Найдите длины отрезков, на которые делящая линия рассекает основания.


Решение.

По условию BС = 4, AD = 10, MN (( AB,   
[image: image170.wmf]5

2

=

NMCD

ABMN

S

S

.

	
[image: image171.wmf]A

D

B

C

 N

 

h

 M

  

x


	Пусть BM = AN = x,    

h – высота трапеции; тогда     

MC =  4 – x,      ND = 10 – x. 

SABMN = AN(h = x(h,


SNMCD = (MC + ND)(h/2 = (4 –x + 10–x)(h/2 = (7 – x)(h.
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       (     5x = 14 – 2x    (     x = 2.

AN = BN = MC = 2,  ND = 8.


Ответ: 2 см; 8 см.

36. Докажите, что средняя линия трапеции не может проходить через точку пересечения её диагоналей.


Решение.

Доказательство проведем от противного. Предположим, что средняя
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	линия MN  проходит  через  точку О пересечения диагоналей. Тогда МО = AD/2 и ON = AD/2, т.к. МО и ОN – средние линии треугольников ABD и ACD. Тогда 

MN = MO + ON = AD. Аналогично получаем MN = BC. Фигура, у которой параллельные стороны равны между собой (AD = BC),


не является трапецией, что противоречит условию задачи. Значит, предположение не верно.

37. В равнобочной трапеции длина боковой стороны равна полусумме оснований, а периметр равен 24 см. Найдите длину боковой стороны.


Решение.

По условию AB = CD = (BC + AD)/2 ,  P = 24.
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	P = AB + BC + CD + AD =

= (AB + CD) + (BC + AD) =

= (BC + AD) + (BC + AD) = 

= 2(BC + AD) = 24     ( 

BC + AD = 12    (     AB = CD = 6.



Ответ: 6 см.

38. Верхнее и нижнее основания равнобочной трапеции равны 20 см и 72 см, угол при основании равен 30(. Найдите площадь и периметр трапеции.


Решение.

По условию BС = 20, AD = 72 , ( BAM = ( CDN = 30(.
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	Пусть BM и CN перпендикулярны AD,

тогда AM = ND =
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PABCD = AB + BC + CD + AD =
=52
[image: image180.wmf]3

/3 + 20 + 52
[image: image181.wmf]3

+ 72 = 92 + 104
[image: image182.wmf]3

/3.

Ответ: 
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39. В равнобочную трапецию с боковой стороной а и большим основанием b вписана окружность. Найдите радиус окружности и площадь трапеции.

Решение.
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	 По условию AB = CD = a, AD = b.
По свойству описанного четырехугольника 

BC + AD = AB + CD      (      BC = 2a – b.
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Ответ: 
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40. Около окружности радиусом R описана прямоугольная трапеция площади S. Найдите острый угол трапеции.


Решение.
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	Проведем высоту СN. СN = АВ = 2R . 
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BС + АD = S/R . По свойству описанного четырехугольника BC + AD = AB + CD.


AB + CD = S/R      (      CD = S/R – AB = S/R – 2R = 
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Ответ: 
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41. В окружность радиуса 7  вписан выпуклый четырехугольник    ABCD, у которого стороны АВ и ВС равны. Площадь треугольника ABD относится к площади треугольника BСD как 2 : 1. Угол ADС равен 120о. Найдите стороны четырехугольника.


Решение.
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	По свойству вписанного четырехугольника

 ( АВС = 180о – ( ADС = 180о – 120о= 60о.

Так как АВ = ВС, то треугольник АВС – равносторонний и АВ = ВС = АС = 
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    (    AD = 2(DC.

По теореме косинусов: 
AC2 = AD2 + DC2 – 2AD(DC(cos120o       (

[image: image201.wmf]2
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Ответ: 
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42. В окружность диаметра 1 вписан четырехугольник ABCD, у которого угол ADC прямой и АВ = ВС. Найдите площадь четырехугольника, если его периметр равен 
[image: image204.wmf]3
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Решение.
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	Четырехугольник вписан в окружность, сумма двух его противоположных углов равна 180(, и, следовательно, ( АВС = ( ADC = 90(, АС – диаметр окружности. Треугольник АВС – равнобедренный, следовательно, 


АВ = ВС = 
[image: image206.wmf]2

2

2

1

2

=

=

AC

.

 AD + DC = 
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SABCD = SABC + SADC = AB2/2 +AD(DC/2 = 1/4 + 7/100 = 8/25.


Ответ: 8/25.

43. В ромб вписан круг радиуса 3 см. Найдите периметр ромба, если его площадь в три раза больше площади круга.


Решение.
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	По условию  SABCD = 3Sкруга. 

Следовательно, AD(MN = 3(ОM2 

или 6AD = 3(32.

Тогда AD = 4,5(( 

и Р = 4AD = 18(.



Ответ: 18(.
44. Найдите диаметр окружности, если его концы удалены от некоторой прямой, касающейся окружности на 20см и 14см.

Решение.

	
[image: image212.wmf]C

К

O

D

A

B


	По условию СА = 14, DB = 20. 

ОК – средняя линия трапеции АВСD, 

следовательно, ОК = 
[image: image213.wmf]2
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АВ = 2ОК = 34.


Ответ: 34см.

45. Радиусы двух окружностей, имеющих внешнее касание, равны R и r. Найдите длину их общей касательной.


Решение.
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	По условию O1A = O1С = r,  O2B = O2С = R. 

АВ – общая касательная. O1A и O2B радиусы, проведенные в точку касания, следовательно,

O1A ( AB и O2B ( AB.   Проведем отрезок       O1D (( AB.


Тогда O1D (  O2В, AB = O1D, BD = O1A, O2D = R– r.

O1D =
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Ответ: 
[image: image217.wmf]rR
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46. Центральный угол сектора равен 60(, а радиус равен 45 см. Найдите радиус окружности, вписанной в этот сектор.


Решение.
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	По условию OA = OB = 45 см, ( AOB = 60(,
следовательно, ( AOC=
[image: image219.wmf]1
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(60( =30(. Обозначим O1D = O1C = r, тогда OO1 = OC – r = 45 – r. 

Радиус O1D проведен в точку касания, поэтому  O1D ( OА.


В треугольнике OO1D гипотенуза O1D = OO1(sin30(, что дает возможность составить уравнение  r = (45 – r)/2 и найти r =15.

Ответ: 15 см.

47. На стороне а равностороннего треугольника, как на диаметре, построен полукруг. Найдите часть площади треугольника вне полукруга.


Решение.
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	По условию ( AСB = ( ВАС = 60( и

 OA = OС = OM = ON = a/2 ... Треугольники OAM, ONC, OMN, MNB – равносторонние 
и AM = MB = BN = NC = MN = a/2 . 


Следовательно,  SOMBN = 2SMBN. Рассмотрим треугольник MBN:
SMBN 
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Искомая площадь 

S = SOMBN – Sсект.OMN = 
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Ответ: 
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48. В круге проведена хорда длиной а и через ее середину другая хорда длиной b. Докажите, что b > a и определите длины отрезков, на которые хорда длиной b делится хордой длиной а.


Решение.
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	По условию AB = a, AK = KB = a/2, CD = b.
Обозначим центр круга – O, а радиус – R .

Пусть DM = MC, тогда OM ( CD и OK ( AB (отрезки соединяют центр круга с серединами хорд). КО – гипотенуза треугольника MKO, следовательно, MO < KO. 

Тогда
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Обозначая  длину СК через х и применяя свойство отрезков хорд AK(KB = CK(KD, получим уравнение  x(b – x) = a2/4,  решения которого 
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 дают искомые длины отрезков.


Ответ: 
[image: image229.wmf]2

2

2

a

b

b

-

+

; 
[image: image230.wmf]2

2

2

a

b

b

-

-

.

49. Из точки D, лежащей вне окружности, проведены касательная DВ и секущая DСА. Известно, что ( ВAС = 30(, АС = 2, CD = 24. Вычислите площадь треугольника BCD.


Решение.

По теореме о секущей и касательной BD2 = AD(CD = 6(4 = 24. Обозначим АВ = х.     По   теореме    косинусов    для   треугольника   АВD   получаем
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	BD2 = АВ2 +AD2 – 2АВ(AD(соs(( BAD) 

или 24 = х2 + 36 – 2(х(6(
[image: image232.wmf]2
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. Из уравнения 

х2 + 6
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х + 2 = 0 находим х = 
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SBCD = 
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Ответ: 
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50. В круге радиуса r проведена хорда длиной а. Вычислите площадь полученного сегмента.


Решение.

По условию АВ = а, ОА = ОВ = r. Обозначим ( АОВ = ( и проведем 

ОС ( АВ, тогда АС = СВ.  
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	Sсегмента = Sсектора – S( = r2(/2 – OC(AB/2 =  
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 EMBED Equation.3  [image: image245.wmf]2
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Ответ: 
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Задачи для самостоятельного решения

1. Докажите, что медиана, проведенная из какой–либо вершины треугольника, равноудалена от двух других его вершин.

2. Стороны треугольника относятся как 3 : 4 : 6, а периметр треугольника, образованного средними линиями данного треугольника,  равен 65 см. Найдите периметр и длины сторон данного треугольника.


Ответ: 130 см, 30 см, 40 см, 60 см.

3. В треугольнике из одной вершины проведены биссектриса и высота. Докажите, что угол между ними равен полуразности двух других углов треугольника.

4. В равнобедренном треугольнике угол между высотами, проведенными к боковым сторонам, равен 124(. Найдите углы треугольника.


Ответ: 56( ; 62( ; 62(.

5. Перпендикуляры, опущенные из произвольной точки, лежащей внутри равностороннего треугольника со стороной 12 см, относятся как 1 : 2 : 3. Найдите длины этих перпендикуляров.


Ответ: 
[image: image247.wmf]3
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 см; 3
[image: image249.wmf]3

 см.

6. Докажите, что площадь прямоугольного треугольника меньше площади равностороннего треугольника, построенного на гипотенузе.

7. Докажите, что в любом треугольнике длина медианы mc удовлетворяет неравенствам 
[image: image250.wmf]2
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8. Высота треугольника в два раза меньше основания, а один из углов при основании равен 75(. Докажите, что треугольник равнобедренный.

9. Даны два квадрата, диагонали которых равны 3 см и 5 см. Найдите сторону квадрата, равновеликого разности данных квадратов.


Ответ: 2
[image: image251.wmf]2

 см.

10. Стороны параллелограмма равны 8 см и 3 см. Биссектрисы углов параллелограмма, прилежащих к большей стороне, делят противоположную сторону на три части. Найдите длину каждой из них.


Ответ: 3 см; 2 см; 3 см.

11. Найдите периметр ромба, если его диагонали равны 8 см и 6 см.


Ответ: 20 см.

12. В треугольник с основанием 16 см и высотой 4 см вписан прямоугольник, площадь которого равна 12 см2. Найдите стороны прямоугольника. 


Ответ: 1 см и 12 см; 3 см и 4 см.

13. Докажите, что если соединить отрезками прямых середины последовательных сторон равнобочной трапеции, то получится ромб.

14. Найдите углы равнобочной трапеции, если верхнее основание равно боковой стороне и вдвое меньше нижнего основания трапеции.


Ответ: 60(; 120(.

15. Прямоугольная трапеция делится диагональю на два треугольника – равносторонний и прямоугольный. Найдите длину средней линии трапеции, если стороны равностороннего треугольника равны а.


Ответ: 3a/4.

16. Средняя линия трапеции, равная 2 см, делит трапецию на части, площади которых относятся как 7 : 9. Найдите основания трапеции.


Ответ: 3/2 см; 5/2 см.

17. Докажите, что линия, соединяющая середины оснований трапеции, проходит через точку пересечения её диагоналей.

18. В трапеции, основания которой равны a и b, через точку пересечения диагоналей проведена прямая параллельно основанию.

 Найдите длину этого отрезка.


Ответ: 2ab/(a+b).

19. Средняя линия трапеции делится двумя диагоналями на три равные части. Найдите отношение меньшего основания трапеции к большему.


Ответ: 1/2.

20. Три последовательные стороны описанного четырехугольника относятся как 1 : 2 : 3. Определите длины сторон четырехугольника, если известно, что его периметр равен 24 см.


Ответ: 3 см; 6 см; 9 см; 6 см.

21. Вокруг четырехугольника ABCD можно описать окружность. Кроме того, AB=3 см, BC=4 см, CD=5 см,  AD=2 см. Найдите длину диагонали AC.


Ответ: 
[image: image252.wmf]299
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22. Радиусы двух окружностей. имеющих внутреннее касание, равны R и r ( r < 
[image: image253.wmf]1

2

R ). Из центра большей окружности проведена касательная к меньшей. Найдите расстояние от центра большей окружности до точки касания.


Ответ: 
[image: image254.wmf])
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23. Правильный треугольник вписан в окружность и через середины двух дуг проведена хорда. Докажите, что стороны треугольника делят хорду на три равные части.

24. Из конца диаметра AB проведена хорда AC, которая продолжена

 за точку С до точки D так, что AC = CD. Докажите, что треугольник ABD – равнобедренный.

25. В треугольник вписана окружность. Точки касания делят ее на три дуги, к каждой из которых проведена касательная до пересечения со сторонами исходного треугольника. Докажите, что сумма периметров трех получившихся треугольников равна периметру исходного треугольника.

26. В прямоугольном треугольнике ABC из вершины прямого угла A опущена высота AD на гипотенузу. Докажите, что радиусы описанных окружностей R1, R2, R треугольников ADC, ABD и ABC связаны равенством R2 = R12 + R22.

27. В ромб вписана окружность радиуса R. Найдите площадь ромба, если его большая диагональ в 4 раза больше радиуса вписанной окружности.


Ответ: 
[image: image255.wmf]2
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28. Около окружности описана равнобочная трапеция с углом при нижнем основании 60(. Периметр трапеции равен 130 см. Найдите диаметр окружности.


Ответ: 
[image: image256.wmf]65
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 см.

29. В данный острый угол вписаны три круга так, что средний касается двух крайних. Найдите радиус среднего круга, если радиусы крайних равны r и R ( r < R ).


Ответ: 
[image: image257.wmf]R
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30. В остроугольном треугольнике АВС точка Е делит сторону ВС в отношении 2 : 3, точка D делит сторону АС в отношении 4 : 1. В каком отношении отрезок АЕ делит отрезок ВD?

Ответ:  5 : 6.

31. В трапеции АВСD с основаниями АD и ВС через вершину проведена прямая, которая пересекает диагональ ВD в точке Е и боковую сторону СD в точке К. Найдите отношение длин оснований трапеции, если ВЕ : ЕD = 1 : 2 и СК : КD = 1 : 4.


Ответ: 1 : 4.
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