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АРИФМЕТИЧЕСКИЕ ВЫЧИСЛЕНИЯ.

ТОЖДЕСТВЕННЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ

1. Признаки делимости.

1. Для  того  чтобы  число  делилось  на 2, необходимо и достаточно,

    чтобы его последняя цифра делились на 2.

2. Для  того  чтобы  число  делилось  на 3, необходимо и достаточно,

    чтобы сумма его цифр делилась на 3.

3. Для  того  чтобы  число  делилось  на 4, необходимо и достаточно,

    чтобы  две   его   последние   цифры   образовали   число,   которое 

    делится на 4.

4. Для  того  чтобы  число  делилось  на 5, необходимо и достаточно,

    чтобы его последней цифрой был 0 или 5.

5. Для  того  чтобы  число  делилось  на 9, необходимо и достаточно,

    чтобы сумма его цифр делилась на 9.

2. Наибольший общий делитель, наименьшее общее кратное.

1. Наибольший   общий   делитель   НОД(а, b)   двух   чисел   a  и  b – 

    произведение    простых   множителей,   входящих   в   оба   числа, 

    в наименьшей степени.

2. Наименьшее   общее   кратное   НОК(а, b)   двух   чисел   a   и    b – 

    произведение  простых  множителей,  входящих  хотя   бы  в  одно

    из чисел, в наибольшей степени.

3. Пропорции (a, b, c, d ( 0).
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4. Свойства арифметических корней (a > 0, b > 0).
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5. Свойства степеней.


1. am ( an = am+n .

2. (am)n = amn .

3. 
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6. Формулы сокращенного умножения.



1. (a(b)2 = a2 ( 2ab + b2 .


2. (a(b)3 = a3 ( 3a2b + 3ab2 ( b3= a3 ( b3 ( 3ab(a(b).


3. a2 –b2 =(a+b)(a–b).



4. a3 –b3 =(a–b)(a2+ab+b2).



5. a3 +b3 =(a+b)(a2–ab+b2).

7. Формула разложения квадратного трехчлена на множители.

ax2 +bx+c = a(x–x1)(x–x2),

где x1  и x2 – корни уравнения   ax2+bx+c = 0.

Примеры решения задач

1. Найдите НОК и НОД чисел 396 и 3528.

Решение.

Разложим данные числа на простые множители:
396 = 
[image: image20.wmf]11
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3528 = 
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В  соответствии  с  определением  HOK(396, 3528) = 
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HOД(396, 3528) = 
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Ответ: 38808; 36.

2. Разделите число 180 на части пропорционально числам 1; 2; 3.

Решение.


[image: image24.wmf]90.
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Ответ: 30; 60; 90.

3. Разделите  число  188 на части обратно пропорционально числам 3; 4; 5.

Указание. Для того чтобы разделить число на части обратно пропорцио-нально  данным  числам,  необходимо  разделить это число на части прямо пропорционально числам, обратным данным.

Решение.
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Ответ: 80; 60; 48.

4. Сумма  трех  первых  членов  пропорции  равна  33.  Найдите  четвертый член  пропорции,  если  второй  член  составляет  1/5,  а третий 2/9 первого числа.

Решение.

Согласно  условию,   a + b + c  =  33,  
[image: image26.wmf].
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По свойству пропорции 
[image: image29.wmf].
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Ответ: 
[image: image30.wmf].
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5. Найдите  число,  если  известно, что 55,5 составляет 18,75% этого числа.

Решение.

Неизвестное число обозначим х. Тогда 
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 EMBED Equation.3  [image: image33.wmf]
Ответ: 296.

6. На сколько процентов изменится дробь, если числитель увеличить на 20%, а знаменатель уменьшить на 10%?

Решение.
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Ответ: 33,(3)%.

7. Вычислите:   
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Решение.
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Ответ: 0.

8. Вычислите:  


Решение.
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Ответ: 7.

9. Вычислите:  
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)

(

)

2

2

3

3

6

10

3

10

10

10

3

3

3

-

×

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

-

×

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

-

-

.

Решение.
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Ответ: 
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10. Вычислите:  
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Решение.
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Ответ: 
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11. Вычислите:  
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Решение:
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Ответ:
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12. Упростите выражение:
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Решение.
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Ответ: 
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13. Упростите выражение: 
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Решение.


[image: image57.wmf] 

/

 

/

 

/

/

/

/

b

a

+ 

ab

+ 

b

a

ab

b

a

3

1

2

3

1

2

1

3

1

3

1

3

2

3

2

)

(

)

(

)

(

)

(

-

-

-

-

×

×

-

=

=
[image: image58.wmf])
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 Ответ: 0.

14. Докажите тождество:
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Решение.
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Задачи для самостоятельного решения

1. Найдите отношение HOK и HOД чисел 504 и 540.

Ответ: 210.

2. Найдите отношение HOK и HOД чисел 12600 и 8820.

Ответ: 70.

3. Разделите число 434 на части обратно пропорционально числам 2; 3; 5.

Ответ: 210; 140; 84.

4. Разбейте число 252 на три части так, чтобы частные от деления первой части на 3, второй – на 4, третьей – на 5 были равны.


Ответ: 63; 84; 105.

5. Найдите число, 5% которого составляет 23% числа 15,5.

Ответ: 71,3.

6. Найдите число a, если известно, что число (a+6) составляет от него 120%.

Ответ: 30.

7. На сколько процентов изменится произведение двух чисел, если одно из них увеличить на 20%, а другое уменьшить на 40%?

Ответ: 38%.

8. Вычислите:    
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Ответ: –0,3415.

9. Вычислите:  
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Ответ: 0.

10. Вычислите:  
[image: image68.wmf]2
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Ответ: 1.

11. Вычислите:  
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Ответ: 
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12. Вычислите:  
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Ответ: 
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13. Вычислите:  
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Ответ: 
[image: image74.wmf]12
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14. Упростите выражение:  
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Ответ: x.

14. Упростите выражение: 
[image: image76.wmf])
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Ответ: x–1.

15. Упростите выражение: 
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2

3

2

2

2

1

1

)

(

2

1

1

)

(

1

n

m

n

m

n

m

n

m

m+n

×

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

×

+

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

×

.

Ответ: 1.

16. Упростите выражение:
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Ответ: 
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17. Упростите выражение:  
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Ответ:  
[image: image81.wmf]×
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18. Докажите тождество: 
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выпуск 2

КВАДРАТНОЕ УРАВНЕНИЕ. ТЕОРЕМА ВИЕТА.
КВАДРАТНЫЙ ТРЕХЧЛЕН
1. Формулы корней квадратного уравнения. Корни уравнения ax2+bx+c = 0 (а ( 0) определяются по формулам:
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Если дискриминант b2 – 4ac > 0, уравнение имеет два различных вещественных корня. Если дискриминант b2 – 4ac = 0, уравнение имеет одинаковые вещественные корни. Если дискриминант b2 – 4ac < 0, уравнение не имеет вещественных корней.


Корни приведенного квадратного уравнения x2 + px + q = 0 могут быть определены по формуле:
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2. Теорема Виета. Если х1, х2 – корни квадратного уравнения 

ax2  + bx + c  =  0 (а  (  0),

то х1 + х2 = –
[image: image86.wmf]a

b

,   х1 ( х2  = 
[image: image87.wmf]a

c

.


Для приведенного квадратного уравнения  x2  +px + q  =  0  

х1 + х2  =  – p,      х1 ( х2  =  q.

3. Квадратный трехчлен. Квадратным трехчленом называется выражение ax2 + bx + c (a ( 0). Выделение полного квадрата – это преобразование квадратного трехчлена к виду:
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[image: image89.wmf]a
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График квадратичной функции y = ax2 + bx + c называется параболой (a(0). Ветви параболы направлены вверх (при a > 0) или вниз (при a < 0), вершина имеет координаты 
[image: image90.wmf]ï
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Если дискриминант D = b2 – 4ac > 0, то квадратный трехчлен имеет два различных  корня  и  парабола  пересекает ось Оx в двух точках. Если D = 0, то квадратный трехчлен имеет два равных корня и парабола касается оси Оx. Если D < 0, то график квадратичной функции расположен выше (a > 0) или ниже (a < 0) оси Ox.


4. Теоремы о расположении корней квадратного трехчлена. 


Пусть  числа   х1,  х2 (х1 < х2)  есть  корни  квадратного  трехчлена   f(x) = ax2 + bx + c, у которого D = b2  – 4ac > 0 (a ( 0), и даны А, В – некоторые точки на оси Ох (А  <  В). 
Теорема 1. Оба корня меньше числа А (x1 < A, x2 < A) тогда и только тогда, когда 
[image: image91.wmf]ï
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Теорема 2. Корни лежат по разные стороны от числа А (x1 < A < x2) тогда и только тогда, когда 
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í

ì

<

>

0

)

(

0

A

f

a

 или 
[image: image94.wmf]î

í

ì

>

<

0

)

(

0

A

f

a


Теорема 3. Оба корня больше числа А (x1 > A, x2 > A) тогда и только тогда, когда 
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Теорема 4. Оба корня лежат между точками  А  и  В  (A < x1 < x2 < B) тогда и только тогда, когда 
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ï

î

ï

ï

í

ì

>

>

<

<

>

0

)

(

0

)

(

0

в

B

f

A

f

B

x

A

a

 или 
[image: image98.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

<

<

<

<

<

0

)

(

0

)

(

0

в

B

f

A

f

B

x

A

a


Теорема 5. Корни лежат вне отрезка [A, B] (x1< A < B < x2) тогда и только тогда, когда 
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Примеры решения задач

1. Решите уравнение:   (x2  + 4x – 15)2 + 12(x2  + 4x – 15) – 108 = 0.



Решение.

Введем переменную t = x2  + 4x – 15, тогда исходное уравнение примет вид  t2 + 12t – 108 = 0. Его корни t1 = 6 и t2 = –18. Возвращаясь к переменной х, получим два уравнения: x2  + 4x – 21 = 0 и x2  + 4x + 3 = 0. Корни этих уравнений соответственно x1 = –7; x2 = 3  и  x3 = –3; x4 = –1.


Ответ: –7; 3; –3; –1.

2. Решите уравнение:  
[image: image101.wmf]0
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Решение.

ОДЗ   (область   допустимых   значений)   задается   условиями   х ( 0   и x2  – 3x + 8 ( 0. Второе условие выполняется для любых х, так как дискриминант уравнения x2  – 3x + 8 = 0 меньше нуля.

Введем переменную 
[image: image102.wmf].
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 Исходное уравнение примет вид   t – 4/t + 3 = 0   или   t2 + 3t – 4 = 0.   Корни   этого   уравнения: 
[image: image103.wmf]2
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, или t1 = 1; t2 = – 4. Возвращаясь к переменной x, получим два уравнения:
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, или

x2  – 3x + 8 = 0  и  x2  + 9x + 8 = 0.
Корни  этих  уравнений  соответственно  x1 = 4; x2  = 2  и  x3  = –1;  x4 = –8.


Ответ: 4; 2; –1; –8.

3. Не  решая  уравнение  x2 – x–2 = 0,  найдите  1/x1 + 1/x2 ,  x12 + x22 , x13 + x23, где x1, x2 – корни квадратного уравнения. 


Решение.

По теореме Виета x1+x2 = 1, x1(x2 = –2 . Тогда


[image: image105.wmf]2
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 ;
x12  + x22  = (x1 + x2)2 – 2 x1(x2  = 1–2(–2) = 5;

x13  + x23  = (x1 + x2)(x12  – x1(x2 + x2 2) =

= (x1 + x2)((x12 + x22) – x1(x2) = 1((5 + 2) = 7.

.
Ответ:–1/2; 5; 7.

4. Запишите квадратное уравнение с рациональными коэффициентами, один из корней которого равен 
[image: image106.wmf]2
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Решение.

Пусть в уравнении х2  + px + q  =  0 корень 

х1=
[image: image107.wmf]2

3

5

18

25

)

2

3

5

(

7

)

2

3

5

(

)

2

3

5

(

)

2

3

5

(

7

2

3

5

7

 

+

=

-

+

=

+

×

-

+

=

-

.

Тогда 
[image: image108.wmf]2
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p = –(x1 + x2)=
[image: image109.wmf])
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 = 7. 
Ответ: х2  – 10x + 7 = 0.

5. Запишите квадратное уравнение, корнями которого являются числа, обратные корням уравнения 3x2  +  x – 7 = 0.


Решение.

I способ. Уравнение имеет два различных действительных корня, так как D = 1 + 4(7(3 > 0. Обозначим х1 и х2 – корни уравнения 3x2+ x –7= 0. Тогда 
[image: image111.wmf];
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 EMBED Equation.3  [image: image112.wmf].
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 Корнями искомого уравнения являются числа 
[image: image113.wmf].
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[image: image114.wmf]7

1

3

7

3

1

1

1

2

1

2

1

2

1

=

-

-

=

+

=

+

x

x

x

x

x

x

 и 
[image: image115.wmf]7
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. Следовательно, искомое уравнение имеет вид: 
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II способ. Уравнение имеет два различных действительных корня, так как D > 0. Пусть х = 
[image: image117.wmf]z
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3x2  + x – 7 = 0  (  3
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–7 = 0  (  3 + z – 7z2 = 0.
Уравнение 7z2  – z – 3 = 0 имеет корни 
[image: image120.wmf].
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Ответ: 7x2  – x – 3  = 0.
6. Выделите полный квадрат в квадратном трехчлене 
[image: image121.wmf]1
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Решение.
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[image: image123.wmf]=

-

-

+

+

=

)

3

4

225

4

225

2

15

2

(

3

1

2

x

x



 EMBED Equation.3  [image: image124.wmf]=
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[image: image125.wmf]12
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Ответ: 
[image: image126.wmf]12
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7. Определите   значение   m,   при   котором   квадратный   трехчлен x2  – mx + m – 1 является полным квадратом.


Решение.

Квадратный трехчлен является полным квадратом, если D = 0.

D = m2 –4(m–1) = 0 
[image: image127.wmf]Þ

 m2 –4m+4 = 0  
[image: image128.wmf]Þ

  (m–2)2 = 0  
[image: image129.wmf]Þ

  m = 2.

Ответ: 2.

8. При     каких      значениях    m    график    квадратичной    функции
y = x2 – 2(m – 1)x + 2m + 1 пересекает ось Ox в двух точках?


Решение.

Сформулированное требование равносильно условию D > 0. 

4(m–1)2 –4(2m+1) > 0  (  4m2 –8m+4–8m–4 > 0  (   m(m–1) > 0.


Ответ: (–(, 0) ( (1, +(). 

9. При каких значениях m квадратный трехчлен (m2–1)x2+2(m–1)x+2 положителен при любых x?

Решение.
Сформулированное требование равносильно условию
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 EMBED Equation.3  [image: image136.wmf]î
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Ответ: (–(, –3) ( (1, +().

10. Найдите количество целых значений параметра m, при которых абсцисса  и  ордината вершины параболы y = (x – 11m)2 – m2  + 10m – 21 положительны.


Решение.
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(3,

 

7

3

0

0

7

3

0

  

21

10

11

2

в

в

Î

Þ

î

í

ì

<

<

>

Û

î

í

ì

<

-

×

-

>

Û

î

í

ì

-

+

-

=

=

  m

 

  

m

m

  

   

)

(m

)

(m

m

  

m

m

y

m

x

.

Ответ: 3.

11. При каких значениях параметра m уравнение  

(m – 2)x2 – 4x + m – 5 = 0

имеет два различных вещественных корня?


Решение.

Если m = 2, то уравнение принимает вид –4х – 3 = 0 и, следовательно, имеет только один корень. При m ( 2 квадратное уравнение имеет два различных  вещественных  корня, если его дискриминант больше нуля. Тогда 

16 – 4(m – 2)(m – 5)  >  0      (      4 – (m – 2)(m – 5)  >  0.

Раскрывая скобки, получим   m2  – 7m + 6  <  0     (     (m – 1)(m – 6)  < 0.

Последнее неравенство выполняется при 1 < m < 6. С учетом условия m ( 2  получаем  m((1, 2) ( (2, 6).


Ответ: (1, 2) ( (2, 6).

12. Найдите   все   значения   параметра    m,   при   которых   уравнение (m – 1)x2  + (m + 4)x + m + 7 = 0 имеет не более одного вещественного корня.


Решение.

Если m = 1, то уравнение принимает вид 5х + 8 = 0 и, следовательно, имеет один корень. При m ( 1 квадратное уравнение имеет не более одного вещественного корня, если его дискриминант не больше нуля. Тогда 

(m+4)2 – 4(m–1)(m+7) ( 0   (   3m2+16m–44 ( 0   (   (m–2)(m+22/3) ( 0.

Ответ: (–(,–22/3] ( {1} ( [2,+ ().

13. При      каких      значениях      параметра       m      в       уравнении

2x2 – (2m + 1)x + m2 – 9m + 39 = 0 один  корень  будет  в  два  раза  больше другого?


Решение.
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[image: image142.wmf])

13

 

,

6

(

Î

m

.
По теореме Виета
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Учитывая условие х1 = 2х2, имеем:   
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Исключая из этих уравнений х2, получим:


[image: image145.wmf]2

39

9

6

1

2

2

2

2

+

-

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

m

m

m

 
[image: image146.wmf]Þ

 4m2+4m+1=9m2 –81m+351

(     m2 –17m+70=0       
[image: image147.wmf]Þ

      m1=7, m2=10.

Оба значения удовлетворяют условию m ( (6, 13).
Ответ: 7, 10.

14. При каких значениях параметра а число 2 находится между корнями квадратного уравнения 
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Решение.
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По утверждению теоремы 2 

f(2) = 22 + (4a + 5) + 3 – 2a < 0    
[image: image155.wmf]Þ

    17 + 6а < 0    
[image: image156.wmf]Þ

    a < –17/6.
Ответ:(–(, –17/6).

15. Установите,   при   каких   значениях   параметра  m   корни   уравнения 4x2  – 2х + m = 0  заключены в интервале (–1, 1).


Решение.

I способ. Корни уравнения вычисляются по формуле:
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Вещественные корни существуют при 1 –  4m ( 0 или при m ( 1/4. Пусть для корней  уравнения  х1 и х2 выполняются неравенства  –1 < x2 (  x1 < 1, тогда
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II способ. D = 4 – 16m ( 0  (   m ( 1/4. По утверждению теоремы 4
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Ответ: (–2, 1/4].

16. При      каких     значениях      параметра     m    корни    уравнения 

x2  – (m + 2)x – 3m + 10 = 0 по модулю больше 2?


Решение.

D > 0  (  (m + 2)2 –4(–3m + 10) > 0   (   m2  + 4m + 4 + 12m – 40 > 0(
m2  + 16m – 36 > 0   (  m ( (–(, –18) ( (2, +().

Условие (x1(> 2, (x2(> 2 равносильно тому,  что x1, x2  лежат вне отрезка [–2, 2]. Теперь по утверждению теоремы 5 получим:
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[image: image165.wmf]Þ

 m > 18.

Ответ: (18, +(). 

Задачи для самостоятельного решения

Решите уравнения.

	1.  
[image: image166.wmf].
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Ответ: 1; –3/2.

3. 
[image: image167.wmf].
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Указание.
[image: image168.wmf].
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Ответ: 1; 
[image: image169.wmf]2
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Ответ: 4; –3; 2; –6.

4.  (2x2 + 7x – 1)2 + 9(2x2+ 7x–1) = 36.

Ответ: 1/2; –4.




5. Не решая уравнение x2 + 3x – 10 = 0, найдите x13 + x23 и 
[image: image171.wmf]2
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, где x1, x2 – корни  квадратного уравнения.


Ответ: –117; 0,29.

6. Запишите квадратное уравнение, корни которого обратны корням уравнения 9х2  – 12х – 14 = 0.

 
Ответ: 14х2 + 12х – 9 = 0.

7. Какой вид имеет квадратное уравнение с рациональными коэффициентами, один из корней которого равен 
[image: image172.wmf].
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Ответ: х2 +4х–143 = 0.

8. При каких значениях m квадратное уравнение mx2 + (m – 3)x+ m = 0 не имеет вещественных корней?

Ответ: (–(, –3) ( (1, +().

9. При      каких       значениях       параметра      m       уравнение     (m–2)x2 – 2mx + 2m – 3 = 0 имеет два различных вещественных корня?

Ответ: (1, 2) ( (2, 6).

10. При каких значениях m уравнение mx2 + 2(m + 1)x + m + 2 = 0 имеет два различных вещественных корня?

Ответ: (–(, 0) ( (0, +().

11. При каких значениях m уравнение mx2  + 3х + m – 4 = 0 имеет два одинаковых вещественных корня?

Ответ: –1/2, 9/2.

12. Найдите количество целых значений параметра m, при которых абсцисса вершины параболы y = (x – 10m)2 + m2 – 16 положительна, а ордината отрицательна.

Ответ: 3.

13. При каких значениях m корни уравнения x2 – 3х + 2m + 3 = 0 удовлетворяют условию 5x1 + 3x2  = 23?

Ответ:–15,5.

14. При каких значениях m разность наибольшего и наименьшего корней уравнения 2x2 – (m + 1)х + m + 1 = 0 равна их произведению?

Ответ: 2.

15. Установите,   при каких    значениях   параметра   m   корни   уравнения x2  + 2х + m = 0  отрицательны.

Ответ: (0, 1].

16. При    каких    значениях    параметра    m     корни     уравнения  x2 – mх + m + 3 = 0 отрицательны?

Ответ: (–3, 0).

17. При       каких       значениях       m       оба       корня       уравнения 

x2 – (2m – 5)х + m2 – 5m + 6 = 0 положительны?

Ответ:(3, +(). 
18. При    каких    значениях     m     оба      корня      уравнения     4a2x2 – 8mх + 4 – 9m2  = 0  больше 3?

Ответ: (0, 2/9).
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